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RESUMO 
A operação de reservatórios envolve um grande número de variáveis de decisão, as quais se 
arranjam para atender a um ou mais objetivos. Uma decisão que contempla mais de um 
objetivo pode ser estabelecida de acordo com as preferências do decisor, porém decisões de 
alta complexidade e impacto são mais defensáveis quando podem ser subsidiadas por modelos 
matemáticos de auxílio à tomada de decisão. O objetivo deste trabalho é a avaliação dos usos 
de água referentes à geração de energia hidroelétrica, navegação fluvial e abastecimento 
urbano de água, utilizou-se o Método dos Pesos e a Teoria dos Jogos (TJ) para subsidiar o 
tratamento multiobjetivo do problema. Para isso foram estabelecidos dois modelos com 
suporte da otimização via programação não linear, que contemplam as metodologias dos dois 
métodos mencionados. Os resultados obtidos por ambos os métodos foram próximos, sendo 
que o método dos pesos apresenta um menor grau de complexidade em sua estruturação, já a 
Teoria dos Jogos cooperativos, com embasamento em Harsanyi, se mostrou eficaz para o 
estudo e resultados coerentes com os métodos tradicionais. A TJ se mostrou mais eficiente em 
cenários com maior número de graus de liberdade e assim, indicada para situações onde é 
possível descumprir relaxar condições de contorno (restrições) em função de uma melhora 
global no resultado. Com a comparação dos resultados em cada caso, confirmou-se a 
viabilidade de aplicação de ambos os métodos como ferramenta de suporte à tomada de 
decisão em uma bacia hidrográfica, ressalta-se que a TJ tem solução ótima mais defensável 
em comparação com a programação multiobjetivo pois não precisa da atribuição de pesos aos 
objetivos. Assim confirma-se a tese de que a aplicação da TJ num problema de operação de 
reservatórios com múltiplos objetivos é tão eficiente quanto as aplicações tradicionais em que 
os “players” são diferentes agentes, mas todos concorrendo no mesmo objetivo. 
  
 
 
 
 
ABSTRACT  
The reservoir operation involves many decision variables, which are chose to meet one or 
more objectives. A decision that has more than one objective can be established according to 
the preferences of the decision maker, but decisions of high complexity and impact are more 
defensible when they can be subsidized by mathematical models of decision support. The 
objective of this work is to evaluate the water uses related to the generation of hydroelectric 
power energy, river navigation and urban water supply. Using the Weights Method and Game 
Theory (GT) to support the multiobjective treatment of the problem. Two models were 
established with support of the optimization through nonlinear programming, which 
contemplate the methodologies of the two mentioned methods. The results by both methods 
were close, and the weights method presents a lower degree of complexity in its structuring, 
whereas the Cooperative Games Theory, based on Harsanyi, was effective for the study and 
results consistent with the methods traditional. The GT proved to be more efficient in 
scenarios with greater degrees of freedom and thus, indicated for situations where it is 
possible to relax boundary conditions (restrictions) due to an overall improvement in the 
result. With the comparison of the results in each case, the viability of applying both methods 
as a tool to support decision making in a watershed was confirmed, it is emphasized that the 
GT has an optimal solution that is more defensible in comparison with multiobjective 
programming because it does not need the attribution of weights to the objectives. This 
confirms the thesis that the application of GT in a problem of operation of reservoirs with 
multiple objectives is as efficient as the traditional applications in which the players are 
different agents, but all concurring in the same objective.  
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1. Introdução 
 
A utilização de água está relacionada diretamente com grande parte das atividades 
antrópicas, seja para fins de higiene, lazer, ou processos produtivos. A população brasileira, 
em especial a do estado de São Paulo, por muito tempo vivenciou a ideia de uma grande 
disponibilidade de água, e com isso a racionalização no uso desse bem era uma necessidade 
distante. Estudiosos em Hidrologia acreditam que a estiagem ocorrida no período entre os 
anos de 2013 e 2015 pode ser tratada como a maior da história recente da região sudeste do 
Brasil e do estado de São Paulo, com uma diminuição da vazão mínima do Sistema Cantareira 
de 24 m³/s (1954) para 11 m³/s (2014) e 39 de 150 usinas de médio e grande porte do SIN 
obtiveram um novo recorde mínimo de vazões médias mensais (ZAMBON, 2015). A 
utilização da água para todos os fins teve de ser repensada e decisões políticas e técnicas 
tiveram que ser conciliadas para que fosse possível manter o atendimento às diversas 
demandas do uso da água. 
Os usos da água numa bacia hidrográfica são tipicamente divididos em usos 
consuntivos e não consuntivos. No caso do uso consuntivo a água é retirada do corpo hídrico 
e não necessariamente retorna para a bacia, no mesmo intervalo de tempo, mesmo local, 
mesma qualidade e mesma proporção. Já no uso não consuntivo, por exemplo: a navegação, 
recreação a água não é retirada do manancial. 
O uso consuntivo da água, nas bacias do estado de São Paulo, pode ser dividido em 
uso doméstico, industrial, comercial e uso agrícola. Nesses diversos usos da água, a prioridade 
é sempre o consumo humano e a dessedentação animal, o fornecimento de água é realizado 
pelas redes urbanas de distribuição ou por sistemas locais de bombeamento. O abastecimento 
de indústrias e comércio é realizado, geralmente, pelas mesmas redes que abastecem as 
edificações residenciais.  
Alguns usos como o abastecimento de água, tem necessidade de captação de água 
praticamente constante ao longo do ano e por consequência o lançamento de efluentes (sejam 
eles tratados o não) segue próximo à taxa de distribuição de água potável. 
Em mananciais com período de estiagem bem definidos como os da região sudeste 
brasileira, há a necessidade de se construir reservatórios capazes de regularizar as vazões e se 
possível de capacidade plurianual como é o caso do sistema Cantareira, que é o responsável 
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por grande parte do abastecimento de água da região metropolitana de São Paulo (RMSP) e 
por municípios a jusante nas bacias dos rios Piracicaba, Jundiaí e Capivari (PCJ). 
Adicionalmente ao uso consuntivo da água pode-se destacar ainda outros dois usos 
importantes que necessitam da água como meio de produção, são eles: a geração de energia 
hidroelétrica e a navegação fluvial, que são usos não consuntivos. 
A utilização da água para geração hidroelétrica requer: vazões e desníveis 
geométricos. Os desníveis podem ser obtidos com a construção de barramentos, já as vazões 
dependem da disponibilidade hídrica e dos volumes dos reservatórios com capacidade de 
regularização. 
A geração de energia elétrica por fonte hidráulica ocorre nas usinas hidroelétricas, 
onde a água armazenada em cota elevada dentro de um reservatório é transferida para um 
ponto de menor cota por gravidade, transformando a energia potencial em energia cinética nas 
turbinas e em energia elétrica nos geradores. Portanto a produção de energia elétrica está 
associada à quantidade de água turbinada, ou seja, à retirada de água do reservatório e com a 
diferença de nível entre montante e jusante do reservatório, o desnível geométrico. 
A navegação fluvial pode depender de três diferentes aspectos: o nível do reservatório, 
a curva de remanso e a vazão no rio. Quanto ao armazenamento nos reservatórios, tal 
dependência decorre do nível mínimo no qual as embarcações têm condições de navegar, seja 
parcial ou integralmente (calado). Para as seções transversais, que estão fora do alcance do 
efeito de remanso do reservatório, a navegação depende da vazão do curso d’água na seção 
(seja natural ou operada), sendo que o calado disponível em uma dada seção depende da 
vazão. A situação descrita pode ser observada na Figura 1. 
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Figura 1 - Esquema das seções críticas na navegação 
(a) (b)
(c)
(a) –  Calado depende da vazão no trecho ou remanso do reservatório
(b) –  Calado depende do armazenamento no reservatório
(c) –  Calado depende da vazão no trecho
 
 
A consideração que a água retirada para fins de abastecimento é devolvida na forma de 
efluentes apresenta uma característica importante que é a regularização, algo tradicionalmente 
não contabilizado pelo setor elétrico e que pode impactar na geração hidroelétrica, 
principalmente nos casos de cenários tipicamente secos. 
É relevante este efeito da regularização, proveniente do abastecimento urbano, em 
grandes sistemas de armazenamento de água, pois grande parte da água consumida é 
devolvida aos reservatórios como efluentes, apenas com a perda devido à evaporação e 
possíveis processos industriais, no qual a água é incorporada no produto. 
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1.1. Objetivos: 
Este trabalho teve como objetivo geral estudar o problema do uso múltiplo dos 
recursos hídricos em uma bacia hidrográfica, para isso foram utilizadas duas técnicas 
matemáticas, são elas: Análise multiobjetivo por fatores de ponderação (Método dos Pesos) e 
análise multiobjetivo pautada na Teoria dos Jogos (TJ). Para tanto foram considerados os 
seguintes usos da água: geração de energia hidroelétrica, navegação fluvial e captação de água 
para abastecimento.  
Ainda como objetivo específico foram construídos dois modelos computacionais de 
otimização com todos os detalhes e requintes necessários para ter representação numérica 
suficiente para manter fidedignidade entre o modelo numérico e o problema físico real. 
  
18 
 
 
 
2. Revisão de Literatura 
 
A Bacia do Rio Tietê está situada no estado de São Paulo, e totalmente dentro do 
território brasileiro, apresenta uma área de 72.361 km² e está em uma das regiões de maior 
capacidade econômica do Brasil. Dividido em 6 Sub Bacias de controle Regional: Bacia do 
Alto Tietê, Bacia do Piracicaba-Capivari-Jundiai, Médio Tietê, Jacaré, Batalha e Baixo Tietê. 
Ao todo compreende 264 municípios e uma população aproximada de 29 milhões de 
habitantes, que é cerca de 70% a população do estado de São Paulo. 
O clima da bacia é do tipo subtropical e tem uma variabilidade de temperaturas médias 
de 12ºC a 35ºC (FANTE, 2014). A precipitação média na região é da ordem de 1523 mm 
anuais, com recordes históricos máximos e mínimos de respectivamente 3030 mm e 863 mm 
(CHIERICE; LANDIN, 2014). 
Apresenta-se na Figura 2 um mapa com a delimitação da Bacia do Rio Tietê, com sua 
rede de afluentes, também se destaca na figura, as UHE´s presentes ao longo de toda a bacia. 
Figura 2 - Bacia do Rio Tietê 
Rio 
Paraná
Ibitinga
Barra Bonita
Bariri
Promissão
Região metropolitana de 
SP.
N. Avanhandava
Três Irmãos
 
 
O Rio Tietê tem sua nascente na cidade de Salesópolis a 22km do litoral (Oceano 
Atlântico) e tem seu fluxo em direção ao interior do Estado de São Paulo, percorrendo 1100 
km até a sua foz no Rio Paraná na divisa com o Estado do Mato Grosso do Sul. A vazão 
média de jusante é de 810 m³/s (média do período compreendido entre 1931 e 2017). 
Ao longo dos 1100 km de extensão do Rio Tietê são encontradas cinco UHE (Usinas 
Hidroelétricas), que são: UHE Barra Bonita, UHE Bariri, UHE Ibitinga, UHE Promissão, 
UHE Nova Avanhandava e UHE Três Irmãos. Os dados de cada UHE são apresentados na 
Tabela 1. 
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Tabela 1 – Dados das Usinas Hidroelétricas 
Usina Volume máximo (hm³) 
Volume 
mínimo (hm³) Tipo 
Barra Bonita 3135 569 Reservatório 
Bariri 544 544 Fio d'água 
Ibitinga 985 985 Fio d'água 
Promissão 7408 5280 Reservatório 
N. Avanhandava 2720 2720 Fio d'água 
Três Irmãos 13372 9923 Reservatório 
 
A região contempla uma grande malha rodoviária, responsável pela maior parte do 
transporte de cargas da região e pelo escoamento da produção agrícola interior. Na Figura 3 
apresenta-se a tipologia da cascata hidráulica com representação de usinas com reservatórios e 
fio d´água. 
Figura 3 – Tipologia das usinas na Bacia do Tietê 
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Além das UHE´s, a bacia do Rio Tietê ainda tem uma importante hidrovia que é 
responsável por grande parte do escoamento de safra agrícola proveniente da região centro 
oeste brasileira com intermodais de transporte que ligam ao porto de Santos/SP.  
As políticas de operação dos reservatórios das UHE´s podem influenciar as condições 
de navegabilidade na hidrovia Tietê-Paraná. Tais políticas de operação são realizadas em 
função de cenários hidrológicos e da demanda de energia elétrica. Observa-se que em 
determinadas situações de despacho das UHE´s e do estado de armazenamento dos 
reservatórios a hidrovia sofre interrupções que impedem a viabilidade econômica do 
transporte, principalmente em função do pequeno calado disponível para navegação. 
A navegação para transporte de carga na região é realizada por dois tipos de comboio: 
o comboio simples Tietê e o comboio duplo Tietê, que consistem respectivamente em um 
empurrador e duas chatas e um empurrador e quatro chatas. Cada uma das chatas tem 
capacidade para transporte de até 6000 t de carga, para um calado máximo em torno de 3 m. 
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O transporte hidroviário tem se tornado uma alternativa bastante viável para o 
desenvolvimento do setor de transportes brasileiro. Um dos trechos mais importantes é 
justamente este trecho na Bacia do Rio Tietê, que contempla mais de 800 km de via navegável 
e passa por quatro reservatórios: Nova Avanhandava, Promissão, Ibitinga e Bariri finalizando 
o trajeto no Terminal Intermodal de Pederneiras, onde o a carga transportada é transferida 
para o modal rodoviário. O deslocamento pelas hidrelétricas é realizado através de eclusas de 
transposição existentes em todas os barramentos.  
Esse trecho da hidrovia é conectado com o Rio Paraná onde mais 1600 km de vias são 
navegáveis. Essa importante hidrovia é chamada de hidrovia Tietê-Paraná e permite o 
escoamento de uma grande parte da produção agrícola brasileira, além de ser uma conexão 
com Argentina e Paraguai. Observa-se que a operação dos reservatórios é realizada pelo 
Operador Nacional do Sistema (ONS) e os modelos oficiais de auxílio à tomada de decisão 
utilizados no Brasil não consideram a navegação no processo decisorial. As questões 
operacionais da hidrovia neste caso são analisadas pelo Departamento Hidroviário do Estado 
de São Paulo e pela Marinha do Brasil. 
2.1. Gestão Multiobjetivo de Recursos Hídricos 
O uso múltiplo da água em bacias hidrográficas é um tema contemplado no 
gerenciamento de recursos hídricos de uma bacia hidrográfica. A tomada de decisão envolve 
um grande conjunto de parâmetros que necessitam ser avaliados e os modelos de auxílio à 
tomada de decisão devem prover auxílio ao decisor. 
A utilização de modelos para a operação de reservatórios é extensivamente tratada na 
literatura técnica e científica, sendo que dois artigos podem ser destacados pois trouxeram o 
estado da arte em três períodos distintos: (YEH, 1985), (LABADIE, 2004) e (MAIER et al, 
2014). Em ambos os estudos são apresentadas diversas técnicas para modelagem e otimização 
destes problemas. 
A abordagem de problemas em recursos hídricos, no caso de otimização da operação 
de reservatórios pode ser dividida em diversas categorias, uma possível divisão é da técnica 
de otimização utilizada para o alcance da solução. 
Barros et al (2008) e Zambon et al (2008) apresentam o modelo (SISOPT) aplicado a 
Bacia do Rio Paranapanema, que utiliza a Programação Linear (PL) e a Programação Não 
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Linear (PNL), além de uma técnica chamada de Programação Linear Sucessiva (PLS). Os 
autores avaliaram que a utilização da PL permite resultados coerentes, quando utilizado a PLS 
os resultados foram mais rápidos, porém a utilização da PNL apresentou os resultados 
melhores. 
No mesmo estudo os autores avaliaram a possibilidade de diferentes funções objetivo: 
minimização das perdas de armazenamento, maximização a produção de energia, 
minimização do vertimento e minimização do déficit na produção de energia. O modelo 
também foi utilizado para otimizar o planejamento e a operação de distribuição de sistemas 
com prioridades preemptivas como: evitar ou minimizar o racionamento, otimizar a 
distribuição dos armazenamentos e minimizar custos operacionais. 
Arce, Ohishi e Soares et al (2002) apresenta um modelo utilizando programação 
dinâmica para a usina de Itaipu, avaliando as perdas de energia em função da operação das 
turbinas.  
Gilbert e Shane (1982) apresentam um dos primeiros estudos de uso múltiplo da água 
através de um modelo (HYDROSIM) no projeto “Tenessy Valey Authotity” (TVA), neste caso 
a prioridade no uso da água ocorre na seguinte ordem: navegação fluvial, controle de cheias e 
geração hidroenergética. 
Kumar e Reddy (2007) trataram do problema multiobjetivo, considerando o déficit na 
irrigação e a maximização da geração hidroenergética. A estratégia abordada utilizou 
“Particle Swarm Optimization” (PSO), uma técnica de computação evolutiva que é 
considerada uma meta-heurística de otimização baseada na natureza. 
Goor, Kelman e Tilmant (2011) apresentaram um estudo para um reservatório que 
apresentava diversos usos na bacia do rio Nilo, utilizando a programação dinâmica dual 
estocástica, onde o objetivo era maximizar os ganhos econômicos na utilização do 
reservatório, a conclusão alcançada foi que a operação poderia ser feita de modo a aumentar o 
potencial de recreação e ter a geração de energia como objetivo secundário. Diversos cenários 
foram estudados para comprovar a robustez do resultado. 
Um modelo chamado HIDROTERM (ZAMBON et al, 2012) contempla 127 usinas 
hidroelétricas brasileiras e utiliza uma base de dados físicos (usinas) e hidrológicos que 
através do pacote GAMS (GAMS, 2018) encontra a solução da operação por técnicas de 
programação não lineares, mas não aborda o problema de tratamento multiobjetivo. 
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Mendes et al (2015) avaliaram os conflitos do uso da água no Rio São Francisco, 
localizado no nordeste brasileiro, sendo que o estudo realizado avalia para uma situação de 
seca, com os usos da água para abastecimento urbano, abastecimento rural, e geração de 
energia. No caso, o modelo HIDROTERM (ZANBON, 2012) foi adaptado para conter uma 
função multiobjetivo. Foram apresentados os “trade offs” entre diversos casos estudados, 
avaliando as perdas na geração de energia e no abastecimento, através do método dos pesos. 
Estudos que envolvem mais de um objetivo em operação de reservatórios podem ser 
modelados de diversas maneiras, Kim (2016) desenvolveu um modelo que avalia a geração de 
energia solar como complemento da energia hidroelétrica. No estudo, duas funções objetivo 
foram utilizadas, uma para maximizar a geração de energia elétrica e outra para minimizar as 
diferenças em relação à demanda. 
A utilização de modelos multiobjetivo permite realizar estudos de soluções de 
compromisso e, problemas de engenharia em diversas áreas. Zheng et al (2015) apresentam 
um modelo de despacho de energia em um sistema interconectado: A multi-objective group 
search optimizer with adaptive covariance and Lévy flights (MGSO-ACL), para encontrar a 
solução de melhor compromisso através da análise de Pareto.  
Kim et al (2016) apresentam um modelo de otimização multiobjetivo que considera 
um sistema térmico e eólico na geração de energia utilizando um algoritmo genético que 
apresentou resultados satisfatórios. 
Desenvolver regras para operação a longo prazo é complicado devido ao excesso de 
variáveis (dimensionalidade), não linearidade, dinâmica do sistema e incerteza hidrológica 
(TSOUKALAS; MAKROPOULOS, 2014). Os autores apresentaram um sistema de 
otimização e simulação para consideração da incerteza de modo factível. 
De acordo com Brandi et al (2015) em sistemas hidrotérmicos a operação das 
hidroelétricas apresenta custos reduzidos em comparação com a geração térmica. No estudo é 
apresentado um modelo para o Sistema Interligado Nacional (SIN) brasileiro, utilizando 
programação dinâmica (PD). 
Um estudo apresentado por Fangfang et al (2015) apresentam um modelo de 
otimização para operação da hidrelétrica de Três Gargantas na China, utilizando um algoritmo 
evolucionário. Como em outros estudos citados existe a problemática da grande dimensão que 
criava dificuldades e foi solucionado pelo método proposto.  
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O modelo proposto por Fangfang et al (2015) considera dois reservatórios: o de Três 
Gargantas e o de Gezhouba, com uma operação de curto prazo e com hidrelétricas com 
características heterogêneas. A função objetivo utilizada pelos autores foi a minimização da 
quantidade de água utilizada para atender a demanda energética. Também foi verificado o 
caso de maximização da geração. 
2.2. A água e as necessidades antrópicas 
Em um mundo sustentável, possível em um futuro próximo, a água e os recursos 
correlacionados são geridos em função do bem-estar humano e da integridade dos 
ecossistemas em uma economia forte (UNESCO, 2015). 
O gerenciamento de recursos hídricos é um tema que está presente na maioria dos 
encontros internacionais entre líderes políticos de todo o planeta, diversas metas são 
estabelecidas e agendas são criadas com o intuito de permitir o acesso a todos a quantidade de 
água adequada, e o consumo consciente deste bem, seja industrial, agrícola, pessoal ou 
recreativo. 
A UNESCO, em seu relatório anual, destaca que no Brasil e na América Latina a 
prioridade dos governantes é o investimento na capacidade institucional para gerenciar os 
recursos hídricos, promovendo uma integração social que permita o desenvolvimento 
socioeconômico e a redução da pobreza (UNESCO, 2015). 
Segundo o relatório do gerenciamento de recursos hídricos sobre incertezas 
(UNESCO, 2012) cerca de 70% do total de água retirada é utilizada na produção agrícola, 
entretanto apenas 20% é utilizado na agricultura irrigada, que é responsável por cerca de 40% 
da produção mundial de alimentos, o restante é utilizado na chamada agricultura de sequeiro, 
com produção bem inferior e consumo de água superior. 
Outro processo que envolve a utilização de uma grande quantidade de água é a 
produção de energia. A produção de energia e a água estão ligadas intrinsicamente, seja na 
produção de energia elétrica, através de hidroelétrica, seja no cultivo de biocombustíveis, seja 
no processo de resfriamento de usina térmica ou ainda na extração de matérias primas. 
É notório que a utilização de água está presente nas atividades humanas, de forma 
direta e indireta, assim o gerenciamento deste bem de forma adequada e parcimoniosa é 
fundamental para o desenvolvimento social e econômico de uma população. A utilização de 
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meios de tomadas de decisão que se pautem na técnica é sem dúvida um dos caminhos para as 
escolhas a serem tomadas em relação a política em recursos hídricos. 
2.3. Consumo de água e planejamento 
À medida que se consome mais água de forma consuntiva, maiores pressões são 
realizadas nos corpos hídricos e, portanto, origina-se a disputa pelo direito ao uso da água. 
Consequentemente a busca pelo compartilhamento parcimonioso pelos recursos 
hídricos carece cada vez mais de técnicas e modelos matemáticos que possam subsidiar a 
tomada de decisões. 
A formulação de modelos como o SISAGUA (BARROS et al, 2008) e (ZAMBON et 
al, 2008) apresenta uma possibilidade de interação entre conceitos matemáticos e de 
engenharia. A formulação e a tomada de decisão baseada em modelos numéricos são 
fundamentais para que as decisões políticas possam ser avaliadas com crivo técnico, e então 
fornecer resultados e dados com caráter científico que possam ser utilizados nas 
argumentações referentes a políticas públicas. 
As decisões e políticas públicas com relação aos recursos hídricos devem ser 
estabelecidas nas bacias hidrográficas, onde toda a área contribui em um mesmo exutório. No 
Brasil essas bacias hidrográficas são estabelecidas e gerenciadas por órgãos e comitês com 
representantes de diversas áreas: técnica, social, política entre outras. Sendo que as decisões 
são tomadas em conjunto, respeitando políticas de âmbito nacional. 
Sendo assim a maneira mais efetiva de se realizar um estudo técnico é utilizar a bacia 
hidrográfica, com suas demandas e características na formulação de um modelo. 
2.4. O uso da água na geração de energia Hidroelétrica 
A maior parte do total de energia elétrica produzida no Brasil é proveniente de fontes 
hidráulicas, cerca de 65,8% (EPE, 2018). Esta fonte de energia é proveniente de usinas 
hidroelétricas, a obtenção de energia é realizada através de um barramento que ao criar uma 
diferença de nível (geométrico) entre dois pontos do curso d’água permite a instalação de 
tubulações e turbinas que retiram a energia hidráulica do escoamento. 
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Na Figura 4 são apresentadas as diversas fontes de geração de energia elétrica na 
matriz brasileira. 
Figura 4 – Geração por fonte na matriz elétrica brasileira 2018 
 
Fonte: Adaptado de EPE 2018 
Do potencial hidroelétrico brasileiro, destaca-se que as regiões Sul e Sudeste estão 
com alto grau de exploração do potencial disponível. As regiões Norte, Centro-Oeste e 
Nordeste apresentam uma grande parcela a ser explorada, embora com condições que 
demandam grandes obras civis, alagamento de grandes áreas, que geram grandes impactos 
ambientais e por último: grandes distâncias em relação aos principais centros de carga. 
Destaca-se o crescimento, nos últimos anos, de duas fontes renováveis de energia 
elétrica: a solar fotovoltaica que em maio de 2018 apresenta uma capacidade instalada de 
0,82% da matriz energética e a eólica que atingiu 12,9 GW de capacidade instalada com um 
crescimento de 490% em relação a 2013 representando atualmente 8% da capacidade 
instalada. 
2.4.1.  Obtenção de energia elétrica e modelagem 
Conforme visto a matriz elétrica brasileira depende fundamentalmente da energia 
proveniente das usinas hidroelétricas. 
A obtenção de energia utilizando a água é conhecida pela humanidade desde arcaicas 
rodas d’água, que transferem a energia que o escoamento transfere para as pás, e em seguida 
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essas transferem para um eixo central. Os primeiros registros da utilização desta estrutura 
datam de aproximadamente 3000 A.C., com a barragem de Jawa (Jordânia). A barragem mais 
antiga, ainda em uso, com 7 m de altura é Quatinah no rio Orontes na Síria, construída em 
1300 a.C., para fins de irrigação (MARQUES et al, 2014) 
O desenvolvimento das civilizações ao longo de mais deste período superior a 3000 
anos, permitiu que esta estrutura simples se tornasse algo indispensável para a vida. Com a 
revolução da energia elétrica, que permitiu o transporte a longas distâncias da energia, é 
fundamental a utilização desta fonte de energia em países ao redor do mundo incluindo o 
Brasil. 
A modelagem da geração de energia é muito comum em diversos trabalhos técnicos e 
científicos, pois permite o planejamento, a simulação, a otimização de usinas hidroelétricas 
através de computadores, permitindo que cada projeto ou que cada decisão seja largamente 
estudada antes de ser executado. 
2.5. O Uso da água para abastecimento urbano 
A utilização de água para abastecimento urbano visa atender diversos objetivos: 
• Higiene pessoal; 
• Dessedentação humana e animal; 
• Preparo de alimentos; 
• Lavagens; 
• Processos industriais. 
A maior parte desse consumo de água é proveniente da rede pública de abastecimento, 
a qual é gerenciada por uma empresa, que realiza a captação, o tratamento, a adução e a 
distribuição de água. 
Processo este que basicamente pode ser simplificado no fluxograma apresentado na 
Figura 5, que contempla também o processo de retorno do efluente para a fonte. 
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Figura 5 - Sistema de captação até distribuição da água 
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A vazão de interesse para sistemas de reservatórios é a vazão bruta de água que é 
retirada do manancial, vazão esta que depende basicamente da população a ser abastecida e 
das características da rede de abastecimento. 
Francato (2002) realizou um trabalho onde as diversas possibilidades de operação da 
rede foram avaliadas via uma função multiobjectivo que utilizava o método dos pesos: energia 
elétrica no bombeamento, pressão nodal, etc. 
Suzuki, Zambon e Yeh (2015) adaptaram o modelo chamado SISAGUA que utiliza a 
programação não linear para avaliar o abastecimento de água na região metropolitana do 
Estado de São Paulo, avaliando os impactos e consequências da atual forma com que os 
reservatórios são utilizados, considerando o tempo necessário para a recomposição dos 
reservatórios a partir de diferentes situações. 
O modelo SOMOS (PERALTA, 2004) também foi implementado para sistemas de 
redes de abastecimento e otimização em conjunto com a operação de reservatórios, porém 
considerando uma função objetivo simples com objetivo de diminuir o custo com 
abastecimento. 
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2.6. O uso da água para navegação fluvial 
No relatório (ANTAQ, 2011) é apresentado que em 1996 a navegação era responsável 
por 11,47% da matriz de transporte nacional, em 2005 foi de 13,00% e a previsão para 2025, 
de acordo com Plano Nacional de Logística e Transporte (PNLT) é que essa parcela chegue a 
29%. Isso considerando a navegação de interior e a marítima. 
A navegação fluvial, ou de interiores, é uma das formas mais eficientes de transporte 
disponível, na Tabela 2 é possível visualizar a eficiência deste meio em comparação com os 
modais ferroviários e rodoviários. 
Tabela 2 - Comparação entre modais 
Modal Hidroviário Ferroviário Rodoviário 
Comboio 1 Duplo Tietê 
2,9 Comboios 
Hoper (86 
vagões de 70 t)  
172 Carretas 
de 35 t Bi-trem 
Capacidade de Carga  
(ton) 6000 6000 6000 
Comprimento Total  
(m) 150 1700 3500 
Comprimento em movimento 
(m) 150 1700 26000 
Fonte: Adaptado de (DH, 2009) e (Ministério de Transportes, 2015) 
É de fácil observação que o investimento no transporte hidroviário permite uma 
redução na utilização de outros modais, no caso brasileiro, o rodoviário que apresenta uma 
eficiência inferior, substituição essa que auxiliaria não só no espaço ocupado pelo transporte, 
como também na diminuição de poluição e desgaste nas rodovias. 
A navegação fluvial ocorre em rios que apresentam profundidade e largura suficiente 
para que uma embarcação realize um percurso. 
As estruturas de transposição (eclusas) podem ser classificadas em duas grandes 
categorias: Estruturas Hidráulicas (utilizam princípios hidráulicos para movimentação da 
embarcação) e Equipamentos de Ascensão Mecânicos.  
A capacidade máxima de transporte de uma hidrovia (CMT) é definida como sendo a 
máxima capacidade de carga possível de ser transportada por unidade de tempo. Em hidrovias 
que possuem estruturas de transposição de desnível, a capacidade máxima de tráfego acaba 
sendo imposta pela estrutura mais “lenta” (LOPES, 2011). 
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2.6.1. Navegação fluvial na hidrovia Tietê – Paraná 
A Hidrovia Tietê-Paraná possui cerca de 2.400 km de extensão, sendo que cerca de 
800 km são vias navegáveis no rio Tietê e 1.600 km no rio Paraná.  Todo esse trecho engloba 
os estados de São Paulo, Goiás, Minas Gerais, Mato Grosso do Sul, Paraná e permite a 
conexão com o Paraguai e Argentina (MERCOSUL). Na Figura 6 é apresentado um mapa 
com a região da hidrovia, as UHE´s e os principais afluentes. 
Figura 6 - Bacia do Tietê-Paraná  
 
Fonte: Ministério dos Transportes, 2015 
A navegação e o planejamento da hidrovia iniciaram-se na década de 40, em paralelo 
ao Programa Energético do Estado de São Paulo, quando as grandes usinas hidroelétricas 
começaram a ser projetadas. 
As obras já contavam com a construção de eclusas, possibilitando assim o uso do 
reservatório, tanto para armazenamento de água como para navegação fluvial. 
A importância da hidrovia é significativa, pois apresenta uma das formas mais limpas 
de transporte de cargas, permite o desenvolvimento de regiões que não estão próximas à 
costa, e apresenta uma carga de poluição muito inferior a outros meios de transporte. 
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A seguir apresenta-se uma comparação entre os quatro modais principais de 
transporte, utilizados no Brasil. 
Tabela 3 – Comparação entre modais com relação a capacidade  
Modalidade MJ/(t.km)* 
Rodovia 3.53 
Ferrovia 1.02 
Hidrovia 0.93 
Aerovia 40.7 
Dutovia 0.74 
Fonte: Adaptado de Correa e Ramos (2012) 
*MJ é abreviação para a unidade Mega Joule 
 
A hidrovia Tietê-Paraná nos trechos no interior do estado de São Paulo é administrada 
pelo Departamento Hidroviário (DH) que é um órgão da Secretaria de Transportes do Estado 
de São Paulo. 
Os trechos compreendidos no Rio Paraná, Parnaíba e Grande são administrados pela 
Administração da Hidrovia do Rio Paraná (AHRANA), vinculado ao Ministério dos 
Transportes. 
As operações das usinas contidas na bacia pertencem a dois agentes concessionários 
do SEB (Setor Elétrico Brasileiro), a AES Tietê que controla as usinas de Barra Bonita, A.S. 
Lima, Ibitinga, Promissão e Nova Avanhandava. A  TIJOÁ que é a concessionária 
responsável pela UHE Três Irmãos. A CESP (Companhia Energética de São Paulo) que 
controla Porto Primavera, bem como o Canal Pereira Barreto. A CTG (China Three Gorges) 
controla Jupiá e Ilha Solteira. 
2.6.2. Capacidade de transporte e embarcações 
A Capacidade de transporte da hidrovia depende fundamentalmente da disponibilidade 
de vazão e da quantidade de embarcações em funcionamento. Com relação à capacidade 
máxima, outra forma de avaliação é o número máximo de eclusagens possível em cada eclusa. 
A concepção de projeto da hidrovia Tietê-Paraná previu a utilização de embarcações 
do tipo “empurra”, ou seja, conjunto de chatas movimentadas por “empurradores”. A 
formação “tipo” de projeto para cada trecho de via (Paraná e Tietê) levou em consideração as 
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peculiaridades técnicas de cada via. Para a hidrovia Tietê o conjunto é formado por duas ou 
quatro chatas, totalizando 11,00 m ou 22,00 m de largura por 137,00 m de comprimento e 
2,50 m de profundidade (ANTAQ, 2011).  
Figura 7 -– Esquema dos comboios Tietê 
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As chatas utilizadas apresentam um calado, proporcional à quantidade de carga 
transportada, portanto em função do nível mínimo de água em um ponto é possível 
estabelecer a quantidade de carga que a embarcação pode levar. 
Na Figura 8, apresenta-se uma situação hipotética da relação entre capacidade de 
transporte e nível do rio em um ponto fictício. 
32 
 
 
 
Figura 8 - Função representativa da capacidade de transporte 
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2.6.3. Período crítico da hidrovia 
A hidrovia Tietê-Paraná ficou sem movimentação de cargas no período de maio 2014 
até janeiro de 2016 (20 meses), devido ao baixo nível de água em alguns reservatórios e as 
baixas vazões no Rio. A hidrovia voltou a ser utilizada a partir de 2016. (DHSP, 2017). 
Correa e Ramos (2010) relatam em um estudo realizado que a hidrovia poderia ser 
uma forma de permitir que a produção de soja no Brasil, fosse mais competitiva no mercado 
internacional, porém devido ao alto custo do transporte rodoviário, a soja tem um valor 
agregado que a torna mais cara. 
Uma das formas de se medir o impacto gerado pelo fechamento da hidrovia é calcular 
a quantidade de carga que passou a ser transportada por caminhões, e deste modo aumentando 
o consumo de combustíveis (aumentando o valor do frete), também as emissões de dióxido e 
monóxido de carbono. 
2.6.4. Determinação do nível de água em uma seção bem conhecida. 
No estudo hidráulico de canais, uma das mais conhecidas abordagens é a equação de 
Chezy com o Coeficiente de Manning, que a partir de uma seção conhecida (por meio de uma 
batimetria), ou por ser composta de uma geometria bem conhecida, pode-se calcular a altura 
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do nível d’água, bem como o regime de escoamento utilizando os números de Reynolds e de 
Froude. 
O trabalho publicado em (1891) e um de seus principais resultados pode ser 
apresentado com a equação abaixo (MANNING, 1891): 
𝑄𝑄
√𝑖𝑖
= 𝐴𝐴 ∗ 𝑅𝑅ℎ23
𝑛𝑛
 (1) 
Onde 𝑄𝑄 representa a vazão (𝑚𝑚³/𝑠𝑠), 𝑖𝑖 representa a declividade média do canal (𝑚𝑚/𝑚𝑚), 
A é a área de escoamento (𝑚𝑚²) e Rh o Raio hidráulico (𝑚𝑚) e n o fator de rugosidade das 
margens (Manning). 
Utilizando um modelo computacional onde se insere cada um dos parâmetros, pode-se 
incluir no modelo de otimização o cálculo da altura navegável em seções de controle, 
permitindo assim a avaliação da cota navegável. 
Para que seja possível estabelecer o correto valor da altura em função da vazão são 
necessários dados das seções críticas. 
Uma possibilidade também utilizada é o estabelecimento de curvas empíricas com 
dados de vazão e cota em uma dada seção, chamado polinômio cota-vazão. É estabelecido 
quando é possível realizar a medição de ambas as variáveis, estabelecendo assim coeficientes 
de regressão para uma equação. Nas usinas é geralmente estabelecido com grau quatro. 
2.7. Planejamento de Recursos hídricos 
A Lei das Águas estabeleceu os Planos de Recursos Hídricos como um dos 
instrumentos da Política Nacional de Recursos Hídricos. Eles são documentos balizadores que 
definem ações estratégicas em recursos hídricos de uma determinada região, incluindo 
informações sobre ações de gestão, planos, programas, projetos, obras e investimentos 
prioritários. Tendo como base uma visão integrada dos usos múltiplos da água, os planos são 
elaborados com o envolvimento de órgãos governamentais, da sociedade civil, dos usuários e 
das diferentes instituições que participam do gerenciamento dos recursos hídricos (ANA, 
2018). 
Draper (2012) afirma que a alocação efetiva e igualitária dos recursos hídricos é um 
dos problemas críticos do século 21. Segundo o mesmo autor é evidente que a alocação pode 
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gerar conflitos, de acordo com as demandas de cada região, e destaca que este problema se 
torna mais claro quando os rios cruzam fronteiras e adentram diferentes países. 
As decisões tomadas no âmbito da bacia hidrográfica são refletidas em diversas áreas, 
algumas decisões podem influenciar em estados e cidades que são contemplados nestas 
bacias. 
Modelos de decisão são efetivamente criados com o intuito de oferecer uma base 
técnica para estabelecer decisões, (DRAPER, 2012) apresenta uma proposta chamada “Water 
Sharing Agreement” que fornece uma estrutura para acordos em situações de conflito. Neste 
documento é possível notar que os principais aspectos são referentes ao compartilhamento de 
informações e cooperação na coordenação. 
2.7.1. Modelagem numérica para planejamento de recursos hídricos 
Peralta (2003), Peralta e Wu (2004) desenvolveram e adaptaram um software para a 
gestão de recursos hídricos internacionais, chamado de “Simulation / Optimization Modeling 
System” (SOMOS), esse software contempla diversos módulos que se aplicam a diversos 
temas que envolvem recursos hídricos: resolução de conflitos relacionados a água, gestão de 
aquíferos, operação de reservatório dentre outros. O software foi aplicado (FAYAD;  
PERALTA, 2004) utilizando um Algoritmo Genético (AG) para otimização na operação de 
um reservatório associado a um aquífero, gerando curva de trade-off entre geração, 
abastecimento e metas de custo da água. 
O planejamento ótimo da operação de reservatórios é um dos temas mais trabalhados 
na área de otimização de recursos hídricos, seja para um simples, ou de múltiplos 
reservatórios, as decisões (solução dos modelos) envolvem essencialmente a decisão da 
quantidade de energia que pode ser gerada, em cada UHE e em cada período. Esta decisão 
afeta diretamente a quantidade de água disponível para outros usos como navegação e 
suprimento agrícola. Este problema pode ser analisado por distintas técnicas e formas de 
modelagem. 
Scola, Takahashi e Cerqueira (2014) apresentaram um modelo com algoritmo 
evolucionário para a solução do problema numérico. Utilizando um algoritmo clássico 
NSGA-II. Foram realizados estudos de caso com a simples operação de reservatórios, também 
com a navegação presente na modelagem. A abordagem converte em moeda (R$) cada uso da 
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água, de modo que é possível avaliar os custos de cada decisão, utilizando para isto o valor do 
custo de venda da energia elétrica. 
2.8. Planejamento da operação de reservatórios por modelos 
numéricos 
A busca por soluções e novos modelos que auxiliem a tomada de decisão no 
planejamento da operação de sistemas hidroenergéticos tem recebido muitos estudos, seja por 
experimentações nas técnicas de otimização, na estruturação dos problemas, nas hipóteses de 
simplificações adotadas ou até mesmo nos estudos de cenarização (modelagem estocástica). 
De acordo com o trabalho de (WURBS, 1993) é possível trabalhar com modelos 
numéricos de simulação e de otimização, que em vários casos podem ser combinados, pois 
ambas as abordagens podem ser utilizadas em um mesmo sistema. Ainda segundo o autor, um 
modelo de simulação de reservatórios apresenta o desempenho do sistema a partir de 
possíveis cenários e regras de operação. Após processamentos do modelo, os resultados são 
comparados, com relação ao desempenho, para as combinações implementadas 
(armazenamento, vazão, restrições). Os resultados são analisados e a política é resultado de 
constatações dos cenários. 
Os modelos de otimização utilizam a programação matemática e permitem que o 
modelo determine os valores das variáveis, respeitando as restrições e objetivos, sendo a 
solução escolhida chamada de ótima (seja local ou global).  
A diferença básica entre os modelos é que na simulação o processamento é realizado 
de acordo com as configurações pré-definidos (determinístico), apresentando o resultado 
como uma sequência de valores calculados a partir das variáveis inseridas pelos usuários. Na 
otimização o modelo matemático, através de algoritmos de busca, calcula o valor das 
variáveis de decisão, permitindo a escolha dentre todo o espaço de variáveis, sendo o 
resultado (objetivo) e o valor das variáveis a solução do problema. 
Os modelos de otimização podem ser implementados por meio de várias técnicas, 
como: Programação Linear (PL), Programação Não Linear (PNL), Otimização de Fluxo em 
Redes (OFR), Programação Dinâmica (PD), Algoritmos Genéticos (AG), entre outras e 
também com a combinação de diferentes técnicas. 
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2.8.1. Programação Linear na operação de reservatórios 
Os primeiros estudos da PL datam dos anos 60 com a utilização de modelos lineares 
para a solução do problema da operação de reservatórios. Dorfman (1962) construiu um 
modelo de operação de um único reservatório, que recebeu três versões (atualizações), 
considerava um horizonte de 1 ano de planejamento com afluências médias para o período. 
Na sequência podem ser relatados os modelos de (MEIER e BEIGHTER, 1967), 
Windsor 1973 que empregavam a programação linear no planejamento da operação de 
reservatórios, em Dagli e Miles (1981) pode ser observado um modelo que considerava um 
sistema com quatro reservatórios, onde a função objetivo era a maximização do 
armazenamento de água o que teve que ser linearizada (técnica de linearizar uma função não 
linear) para uma solução com programação linear. 
Em Becker e Yeh (1974) foi proposto um modelo que usava a programação linear e 
programação dinâmica, que pela primeira vez, foi utilizada na operação de reservatórios no 
California Central Valley Project (CVP). O modelo tratava da operação em tempo real de um 
reservatório, cada solução do modelo era processada e utilizada em outro modelo que por 
programação dinâmica fornecia dados para a operação em tempo real.  
Destacam-se também modelos de otimização linear que contemplam a estocasticidade 
na operação de reservatórios. Basicamente conceito de estocástico está relacionada a um 
conjunto de possíveis séries de vazões afluentes, associadas a um cenário probabilístico, 
utilizando este conjunto de possibilidade tem-se o modelo estocástico, Loucks (1975) 
considerou esta possibilidade de implementação pela primeira vez. 
Randall et al (1990) desenvolveram um modelo de programação linear para, durante 
um período de seca, considerando múltiplos reservatórios com diferentes funções objetivos, 
que poderiam priorizar uma das seguintes possibilidades: o armazenamento, o fluxo nos rios, 
maximizar a receita ou ainda maximizar a confiabilidade. No trabalho são apresentadas curvas 
de “trade off” entre as quatro possibilidades. 
Francato (1997) trabalhou com programação linear na operação do sistema de 
reservatórios dos rios Piracicaba e Tietê, com um horizonte de planejamento de 1 ano e 
intervalo de discretização mensal, em uma cascata com múltiplos reservatórios. Os resultados, 
comparados com modelos que consideravam o horizonte de planejamento mensal foram 
superiores, pois o modelo era determinístico e fornecia decisões ótimas num horizonte de 12 
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meses. Neste trabalho as não linearidades do problema foram tratadas com uma técnica como 
programação linear sucessiva (PLS) onde o problema, não linear, é linearizado e 
implementado em um procedimento iterativo. A técnica de PLS aplicada na operação de 
UHE´s foi utilizada no SISOPT (Barros et al 2008) de maneira pioneira, aplicado na bacia do 
Paranapanema e com abastecimento de SP. 
 
2.8.2. Programação Dinâmica na operação de reservatórios 
A PD tem seus primeiros relatos com o trabalho de Bellman (1957). Consiste em uma 
técnica de otimização que divide o problema em subproblemas, possibilitando a solução 
sequencial. Cada uma das etapas é chamada de estágio, e a utilização desta técnica na solução 
de problemas da operação de reservatórios mostra-se funcional. 
O princípio da otimalidade de Bellman, afirma que: “Não importa o estágio e estado 
inicial de um processo de decisão Markoviano, existe uma decisão ótima a partir deste estado 
e estágio”. 
Sendo que um processo Markoviano é tido quando o estado futuro, depende apenas do 
estado atual e não dos estados passados de uma variável, neste caso diz-se que é um processo 
estocástico Markoviano. 
Um dos principais obstáculos, ou limitação da técnica é a chamada “praga da 
dimensionalidade”, onde problemas que apresentam muitas variáveis e estágios, podem se 
tornar de difícil solução pois exigem grande esforço e capacidade de recursos computacionais. 
Diversas técnicas surgiram para contornar o problema descrito acima, citando-se: (a) 
Programação Dinâmica por aproximação sucessiva, (b) Programação Dinâmica Incremental e 
(c) Programação Dinâmica Discreta Diferencial (LABADIE, 2004).  
Ainda no trabalho de Labadie (2004) pode-se encontrar citações de diversos trabalhos 
que utilizam a programação dinâmica, e suas derivadas para o tratamento da operação de 
reservatórios e problemas que envolvem recursos hídricos. 
2.8.3. Programação Não Linear 
Como toda técnica de otimização, a PNL busca o mapeamento de uma função dentro 
de um espaço delimitado. Como a maior parte dos problemas de otimização não linear, 
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apresentam, além da não linearidade na função objetivo ou das restrições, a não convexidade 
é necessária a utilização de cálculo variacional, tornando assim possível caminhar na direção 
de uma solução ótima. 
A ocorrência de ótimos locais é inevitável e, portanto, se faz necessário a utilização de 
técnicas que possam realizar busca entre o conjunto de ótimos locais e adotar um valor que 
apesar de não ser um ótimo global, seja necessariamente o valor extremo entre o conjunto de 
valores extremos verificados.  
Uma visão abrangente sobre algoritmos de otimização não linear pode ser observada 
em (BAZARAA; SHERALY; SHETTY, 2006). 
Uma possibilidade para organização dos procedimentos de otimização é calssificar 
problemas irrestritos, onde não existem restrições para delimitar a função objetivo, sendo 
assim o mapeamento a ser aproximado é todo o espaço da função objetivo. 
Já para os problemas restritos, a função objetivo é delimitada por outras funções, que 
são chamadas de restrições, essas restrições podem ser entendidas, fisicamente, como limites 
físicos ou práticos do espaço de soluções do problema modelado. 
Como os problemas de otimização que envolvem sequencias de reservatórios 
apresentam diversas restrições (operacionais, físicas, geográficas e hidráulicas) apresentam-se 
apenas as técnicas aplicáveis a este tipo de problemas. 
2.8.4. Otimização não linear restrita 
O fato dos problemas apresentarem funções não convexas e um espaço restrito impede 
ou inviabilizam a obtenção de uma solução analítica ao problema, porém com o recurso da 
otimização é possível chegar a uma solução satisfatória para o problema. 
Basicamente os métodos podem ser resumidos no procedimento de se deslocarem, na 
superfície da função (𝑅𝑅𝑁𝑁) com um dado passo em determinadas direções. A obtenção do 
passo e da direção são características específicas dos algoritmos. 
𝑥𝑥𝑖𝑖+1 = 𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝛼𝛼𝑖𝑖 ∗ 𝑑𝑑𝑖𝑖 (2) 
Nesta equação, 𝑥𝑥 é o vetor solução no na iteração 𝑖𝑖, 𝛼𝛼 é o passo e 𝑑𝑑 é a direção do 
passo. 
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Um princípio fundamental para obtenção de boas soluções na otimização não linear 
restrita é de a função objetivo e das restrições apresentarem suavidade, de modo que seja 
possível, utilizar as informações contidas em cada ponto para encontrar a direção de 
otimização. 
Os algoritmos podem ser classificados de acordo com a ordem de diferenciação. 
Métodos de primeira ordem: Utiliza a informação contida na primeira derivada da 
função, ou seja, informações diretas sobre a taxa de variação no ponto examinado, no caso da 
função ter ′𝑛𝑛′ dimensões a derivada fornecerá a taxa de variação em cada uma das direções 
(por consequência, na direção de maior variação também). Um método conhecido é o método 
do gradiente (Método de Cauchy). 
Ao observar a equação de expansão de Taylor: 
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = �𝑓𝑓(𝑛𝑛)(𝑎𝑎)
𝑛𝑛! ∗ (𝑥𝑥 − 𝑎𝑎)𝑛𝑛∞
𝑛𝑛=0
 (3) 
 
Para "𝑥𝑥" em uma vizinhança de um ponto conhecido, "𝑎𝑎" 
Apenas se conhece a informação das duas primeiras componentes (𝑛𝑛 = 0 𝑒𝑒 𝑛𝑛 = 1), 
desprezando-se as demais derivadas, porém justamente por não utilizar as demais derivadas 
apresenta uma vantagem computacional em relação aos métodos que consideram mais termos. 
A direção de otimização pode ser dada por: 
𝑑𝑑𝑖𝑖 = ∇𝑓𝑓𝑖𝑖/‖∇𝑓𝑓𝑖𝑖‖ (4) 
𝑑𝑑𝑖𝑖: direção de otimização 
∇𝑓𝑓𝑖𝑖: gradiente da função 
A condição ótima ocorre, quando, em qualquer nova direção de otimização a solução 
obtida no passo seguinte seria de pior qualidade que a anterior, deste modo a solução atual 
não poderia ser melhorada. 
Devido a não convexidade do problema, é possível que em outra região, com outra 
bacia de atração exista uma solução de melhor qualidade, porém os problemas de otimização 
sempre estão sujeitos a pontos extremos locais, conforme será apresentado mais adiante.  
Métodos de segunda ordem: Utilizam a informação fornecida pela segunda derivada 
no ponto em estudo, assim são conhecidas, não só a taxa de variação no ponto, como também 
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a variação da taxa de variação, informação extremamente mais significativa em alguns casos, 
que permite ao algoritmo uma direção do passo mais eficiente. 
Dentre os métodos de segunda ordem conhecidos destacam-se: 
Método de Newton: Método que garante um passo minimizante, pois em cada ponto 
da função é calculada a matriz Hessiana da função, a direção do passo minimizante é 
calculada a partir da inversão da matriz Hessiana. 
Métodos Quase-Newton: São métodos baseados no método de Newton, porém que 
para evitar o cálculo da inversa da matriz Hessiana, utilizam a expansão da série de Taylor 
para encontrar a Matriz Jacobiana (derivada primeira de cada componente) da função. 
Um método conhecido é o Método de Davidon-Fletcher-Powell (DAVIDON, 1991), 
que apresenta uma vantagem no cálculo da inversa da matriz Hessiana, que é realizado 
iterativamente através de matrizes simétricas. A cada passo, a inversa da Hessiana é 
aproximada pela soma de duas matrizes simétricas de posto 1, procedimento que é geralmente 
chamado de correção de posto 2. 
Porém nos métodos Quase-Newton de cálculo não se pode garantir que a inversa da 
matriz Hessiana exista, sendo assim Levenberg (1944) adaptado por Marquardt (1963) 
apresenta um método que resolve este problema. 
Método de Levenberg-Marquardt (1963): Processo iterativo baseado nos métodos 
Quase-Newton, porém que garante a possibilidade da inversão da matriz Hessiana, 
positivando-a (positiva definida), ou seja, adicionando um componente a diagonal principal da 
matriz, fazendo com que o determinante seja positivo (MARQUARDT, 1963). 
Gradiente conjugado: Projetado para utilizar menos recursos computacionais que o 
método de Newton, baseado no método das direções conjugadas. Bazaraa, Sheraly e Shetty 
(2006) apresenta a modelagem para se definir o passo e direção de otimização: 
𝑥𝑥𝑖𝑖+1 = 𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝛼𝛼𝑖𝑖𝑇𝑇∇𝑓𝑓𝑖𝑖 (5) 
Sendo 𝑥𝑥 o valor da solução na iteração 𝑖𝑖, 𝛼𝛼𝑖𝑖𝑇𝑇é o tamanho do passo que será dado na 
direção ∇𝑓𝑓𝑖𝑖 que é o gradiente da função no ponto 𝑥𝑥 
Gradiente conjugado escalonado: MOLLER (1993) introduz uma nova variação no 
algoritmo de gradiente conjugado (Gradiente Conjugado Escalonado – SCG) que evita a 
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busca unidimensional a cada iteração através de uma abordagem de Levenberg-Marquardt, 
cujo objetivo é fazer um escalonamento do passo de ajuste (VON ZUBEN, 2015). 
A condição de otimalidade ocorre quando a função em estudo apresentar, não só a 
impossibilidade de melhora na vizinhança, mas também a melhora (na taxa de variação da 
função). Em termos matemáticos, significa que a curvatura da função Lagrangeano nas 
direções de estudo é ótima. 
Mínimos locais e globais: 
No estudo de um problema de otimização, principalmente na otimização não linear, e 
principalmente em problemas com grande número de variáveis, a possibilidade de encontrar 
uma solução que seja a melhor possível é reduzida. Os problemas ficam sujeitos à pontos 
extremos locais, ou seja, as condições de parada do algoritmo são atendidas, pois na análise 
do ponto em que está não existe como melhorar a solução. 
Várias técnicas são utilizadas para se checar a otimalidade do problema, citam-se, por 
exemplo: a inicialização do problema com diferentes condições iniciais. A análise de outros 
pontos aleatórios, etc. 
Outra possibilidade que é empregada é a busca por uma solução por diferentes 
algoritmos de otimização. 
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Figura 9 - Mínimos locais e mínimo global 
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Na literatura são encontrados diversos algoritmos computacionais (solvers) para a 
programação não linear. Destacam-se alguns deles: 
MINOS (Modular In-core Nonlinear Optimization System): 
 Sistema destinado a resolver problemas de otimização restrita. Utilizado para problemas de 
otimização linear e também para otimização não linear, foi desenvolvido por Bruce Murtagh e 
Michael Saunders, na universidade de Stanford, tem sido largamente utilizado em problemas 
de otimização que envolve planejamento de recursos hídricos no Brasil, destacando os 
trabalhos de: (BARROS et al, 2008; ZAMBON et al, 2008; LOPES, 2008; DEANTONI, 
2013). 
O MINOS utiliza o SIMPLEX, desenvolvido por Dantzig em 1947, publicado 
posteriormente em dois trabalhos (DANTZIG, 1951; DANTZIG, 1963) para a resolução de 
problemas lineares, já para problemas com função objetivo não linear utiliza o método do 
gradiente reduzido, com uma aproximação quase-Newton no cálculo da Hessiana. 
Já para problemas com restrições não lineares ele utiliza o método SLC (sequential 
linearly constrained), que trabalha com a divisão de problemas para linearizar as restrições.  
Toda a documentação do MINOS pode ser obtida através do link: http://www.sbsi-sol-
optimize.com/asp/sol_products_minos_desc.htm, bem como o download do solver. 
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 SNOPT (Sparse Nonlinear Optimize):  
Desenvolvido por Philip Gill, Walter Murray e Michael Saunders, é um pacote para 
solução de problemas lineares e não lineares. Efetivamente utilizado em problemas não 
lineares, onde o cálculo de funções e gradientes são custosos, sendo que as funções devem ser 
suaves, porém não necessitam ser convexas. 
Para a solução de problemas lineares utiliza a mesma estrutura do MINOS, com o 
algoritmo SIMPLEX (DANTZIG, 1947). Para problemas não lineares, emprega um algoritmo 
SQP esparso com limitação de memória Quase-Newton para aproximação da Hessiana. 
(SBSI, 2015) 
Toda a documentação do SNOPT pode ser obtida através do link: http://www.sbsi-sol-
optimize.com/asp/sol_products_snopt_desc.htm, bem como o download do solver. 
O Solver CONOPT (Convex Optimization) é uma ferramenta para otimização não 
linear desenvolvido e mantido pela ARKI Consulting & Development A / S com sede em 
Bagsvaerd, Dinamarca.  Sua criação data de 1985 e recebe atualizações constantemente. Esse 
otimizador baseia-se no método comprovado GRG (generalized reduced gradient). O método 
GRG original ajuda alcançar fiabilidade e velocidade para modelos com um alto grau de não 
linearidade, ou seja, modelos difíceis, o CONOPT muitas vezes é uma excelente opção para 
os modelos não lineares e também para os modelos cuja factibilidade é difícil de ser obtida. 
 Extensões para o método GRG, tais como pré-processamento, uma fase predecessora, 
iterações em modo linear, uma programação linear sequencial e um componente de 
programação quadrática sequencial tornam o CONOPT mais eficiente. 
Toda a documentação do CONOPT pode ser obtida através do link: 
http://www.conopt.com/Algorithm.htm, bem como o download do solver (Junho de 2018). 
O software GAMS (General Algebraic Modeling System) não representa um modelo 
matemático, e sim uma ferramenta que permite a modelagem de problemas de otimização em 
uma única linguagem, reunindo diversos Solvers de diferentes desenvolvedores, facilitando 
assim o uso de mais de uma ferramenta na análise de um problema. 
O software foi desenvolvido na década de 80 e teve versões para computadores no ano 
de 1988, desde então diversas versões foram apresentadas, sendo a mais recente e considerada 
neste trabalho a versão 25.1.1 (Junho de 2018). 
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Adicionalmente às ferramentas citadas existem diversas outras para a otimização, 
podendo ainda citar os kits LINDO, que apresentam um conjunto de Solvers permitindo a 
solução de diversos problemas matemáticos. 
 
2.8.5.  Outras abordagens para solução de problemas de otimização - 
Metaheurísticas 
Algoritmos que utilizam inicialização em diversos pontos da função para encontrar o 
passo e a direção de otimização. Não necessita do conhecimento das derivadas da função e 
podem basear-se na natureza ou mesmo em métodos de alto esforço computacional. 
Podem ser compreendidos por essa classe os métodos de Busca Exaustiva (BE), 
Algoritmos Genéticos (AG) e Arrefecimento Simulado (AS). 
 
2.8.6. Tratamento de problemas com função multiobjetivo. 
Dentro das diversas áreas da engenharia, a otimização multiobjetivo é necessária, pois 
geralmente em problemas complexos, podem existir diferentes objetivos, que envolvem as 
mesmas variáveis, podendo inclusive ser conflitantes, nestes casos busca-se por uma solução 
de melhor compromisso com o conjunto dos objetivos. 
A origem do tratamento de problemas multiobjetivo pode ser entendida com o as 
ideias apresentadas por Pareto (século XIX), conhecidas como o conceito de “ótimo de 
Pareto”, que tem aplicações na economia, administração engenharia, biologia entre outras. 
Busca-se neste conceito uma solução combinada, simultânea para as funções objetivos, dentre 
as soluções possíveis é adotada a que atende as preferências dos decisores, chama-se neste 
caso ao invés de “solução ótima”, o termo mais correto é “solução não dominada”. Na Figura 
10, apresenta-se uma imagem ilustrando a Fronteira de Pareto, com indicação dos tipos de 
solução e sua representação geométrica, é uma simplificação para um problema de duas 
funções objetivo. 
Na otimização multiobjetivo, não existe uma solução ótima única. Em vez disso, a 
interação de múltiplos objetivos produz um conjunto de soluções eficientes ou não 
dominadas, conhecidas como soluções ótimas de Pareto, que dão ao decisor mais flexibilidade 
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na seleção de uma alternativa adequada. Tradicionalmente, os problemas de otimização 
multiobjetivo foram resolvidos usando o método dos pesos ou o método “épsilon-restrito” 
(COHON; MARKS, 1975). 
 Um dos métodos utilizados na otimização multiobjetivo o método “épsilon-restrito” 
trabalha com um objetivo principal e transforma os outros objetivos em restrições de 
igualdade (GOICOECHEA et al 1982).  
Outra possibilidade é a utilização do método dos pesos, que consiste na atribuição de 
pesos a cada uma das funções objetivos, que pode ser atribuído igualmente, ou em função do 
grau de importância de cada objetivo, ou ainda experimentando combinações de pesos 
diferentes e avaliando se ocorre mudança na solução ótima e a possibilidade de gráficos de 
“trade off” entre os objetivos. 
Ko et al, 1992 realizou uma comparação entre o método “épsilon-restrito” e o método 
dos pesos, chegando à conclusão que o primeiro método é mais eficiente, pois o método dos 
pesos apresenta soluções distintas para diferentes pesos, entretanto o segundo método é 
indicado quando se apresentam muitos objetivos (componentes da função objetivo). 
Figura 10 - Fronteira de Pareto 
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2.8.7. Programação multiobjetivo aplicada aos sistemas de reservatórios 
de uma bacia hidrográfica. 
A modelagem clássica da operação de reservatórios é voltada para regularização e 
armazenamento de água e produção de energia elétrica e a tomada de decisão quanto aos 
níveis dos reservatórios. 
O problema ganha um novo grau de complexidade quando existem usos conflitantes 
para água na bacia hidrográfica. 
Labadie (2004) destaca o uso da otimização multiobjetivo em (YEH e BECKER, 
1982) no projeto de Central Valley, na Califórnia, considerando compensações entre geração 
de energia hidroelétrica e o abastecimento de água. 
Zambon (2008) apresenta diferentes trabalhos que tratam da modelagem com 
diferentes interesses no uso da água. Em um caso relatado na TVA a prioridade no uso da 
água ocorre na seguinte ordem: navegação fluvial, controle de cheias e geração 
hidroenergética. 
Outros usos que são destacados são: a irrigação, o abastecimento de água, o 
abastecimento industrial, a recreação. 
Francato (2002) propôs um sistema de suprimento hídrico urbano que considerava os 
diferentes objetivos presentes. Com o modelo desenvolvido, e principalmente com a 
utilização do método dos pesos, foram construídas curvas de “trade-off” relacionando os 
diferentes objetivos, nas consideradas soluções não dominadas. 
Mendes et al (2014) avaliaram os conflitos do uso da água no Rio São Francisco, 
localizado no nordeste brasileiro, o estudo realizado avalia uma situação de seca, os usos para 
água são abastecimento urbano, abastecimento rural, e a geração de energia. O modelo 
HIDROTERM (ZANBON, 2012) foi adaptado para conter uma função multiobjetivo. Foram 
apresentados os “trade offs” entre diversos casos estudados, avaliando as perdas na geração de 
energia e no abastecimento. Um ponto de destaque é que diretamente da política de operação 
atual que admite como restrições os usos secundários da água, este modelo os trata como 
variáveis de decisão. 
Kumar e Reddy (2007) trataram do problema multiobjetivo, considerando o déficit na 
irrigação e a maximização da geração hidroenergética. A estratégia abordada utilizou 
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“Particle Swarm Optimization” (PSO). Como a função objetivo não é linear não foi possível 
determinar a solução ótima de Pareto. 
2.9. Teoria dos jogos 
Os principais responsáveis pela criação da Teoria dos Jogos foram: Antoine Augustin 
Cournot (1801-1877) que estudou um modelo de duas empresas produzindo um bem 
homogêneo, e decidia qual quantidade cada uma iria produzir, sabendo que a quantidade que 
a outra produzisse afetaria seus lucros; Ernst Friedrich Ferdinand Zermelo (1871-1953) que 
demonstrou que o jogo de xadrez sempre tinha uma solução (técnica da indução reversa); 
Félix Edouard Justin Emile Borel (1871-1956) que formulou o conceito moderno de estratégia 
e denominou-a de método de jogo; John Von Neumann (1903-1957) que demonstrou que a 
solução para jogos de soma zero (jogos em que o ganho de um jogador representa 
necessariamente uma perda para o outro) pode ser determinada utilizando-se técnicas 
matemáticas; Oskar Morgenstern (1902-1977) com a análise dos jogos de soma zero; John F. 
Nash Jr. (1928-2014), um dos mais importantes matemáticos do século XX, definiu uma 
noção de equilíbrio para modelos que não se restringe apenas aos jogos de soma zero, o 
equilíbrio de Nash: aquele que resulta de cada jogador adotar a estratégia que é a melhor 
resposta às estratégias adotadas pelos demais jogadores; John C. Harsanyi (1920-2000) 
desenvolveu um modelo para tratar do tipo de situação de informação assimétrica, mostrando 
que o equilíbrio de Nash poderia ser estendido aos modelos de informação incompleta; 
Reinhard Selten (1930-2016) com o refinamento da noção de equilíbrio conhecido como 
equilíbrio perfeito em subjogos. 
Pode-se avaliar a teoria dos jogos sobre duas diferentes óticas que contemplam essa 
grande área da matemática e economia, a primeira delas formada pelas ideias de Pareto e 
outro pelas ideias de Nash.  
2.9.1. Modelagem 
Para definir a modelagem a ser utilizada é necessário determinar variáveis que alteram 
a maneira com o jogo é iniciado e desenvolvido, deve-se avaliar o nível de cooperação e 
comportamento dos jogadores. Os jogos podem ser divididos em 2 grupos, não cooperativos e 
cooperativos. 
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Definições 
Em primeiro lugar considera-se um conjunto finito de ‘𝑛𝑛’ jogadores que denotamos por 
𝑃𝑃 =  {𝑝𝑝1, . . . ,𝑝𝑝𝑖𝑖 , . . . , 𝑝𝑝𝑛𝑛}. Para cada jogador ‘𝑖𝑖’ teremos um conjunto de estratégias, 𝛴𝛴𝑖𝑖 é o 
conjunto de estratégias do jogador 𝑝𝑝𝑖𝑖. Assumindo que para cada jogador este conjunto de 
estratégias é finito, e chamado de conjunto de estratégias puras. 
 Um jogo na forma estratégica é determinado por uma função 𝛱𝛱 ∶  𝛴𝛴1 × · · · ×  𝛴𝛴𝑛𝑛 → 𝑅𝑅𝑛𝑛 que se chama função de pagamento pois para cada escolha de estratégias puras  (𝑢𝑢1, . . . ,𝑢𝑢𝑛𝑛) ∈  𝛴𝛴1  × · · · ×  𝛴𝛴𝑛𝑛 as componentes da função representam os pagamentos de cada 
jogador. Assim 𝛱𝛱𝑖𝑖(𝑢𝑢1, . . . ,𝑢𝑢𝑛𝑛) é o pagamento que recebe o i-ésimo jogador uma vez que todos 
os jogadores se decidiram por suas estratégias. 
Essa definição básica apresentada é válida para as diferentes modelagens possíveis de 
jogo, e pode ser compreendida basicamente como cada jogador, tomará um conjunto de 
decisões, que combinada com as decisões dos outros 𝑛𝑛 − 1 jogadores estabelecerá um 
resultado para cada um deles. 
Para continuação da modelagem é possível seguir duas abordagens distintas, a 
abordagem de NASH ou abordagem de PARETO. 
Destaca-se que ambos os conceitos foram desenvolvidos a partir da teoria de jogos 
apresentada por Von Neuman e Morgenterns, e ambas as abordagens apresentadas realizadas 
por Nash (1950), entretanto a nomenclatura foi atribuída a Pareto devido às semelhanças a 
obtenção do ótimo de Pareto. 
Nash baseou-se na teoria do ponto fixo de Kautani (1941), e formulou a teoria para 
estabelecer um ponto de equilíbrio que pode ser compreendido como uma solução para um 
jogo, esse equilíbrio foi denominado equilíbrio de NASH, 
O equilíbrio de Nash consiste numa combinação de estratégias, definidas para cada 
jogador, de modo que não é possível melhorar o ganho de nenhum jogador alterando a sua 
estratégia, desde que os demais jogadores também mantenham suas estratégias (todas 
estratégias puras). 
Pode-se estabelecer diante desta informação que nenhum jogador tem incentivo para 
alterar sua estratégia unilateralmente. Um equilíbrio de Nash é, assim, constituído por 
estratégias que são ótimas para cada jogador, dadas as estratégias dos restantes. Destaca-se 
que essa solução não significa que em um equilíbrio de Nash cada jogador obtenha o melhor 
49 
 
 
 
lucro possível, mas sim o melhor lucro condicionado ao facto dos restantes jogadores 
escolherem as estratégias indicadas para eles nessa combinação. 
Um jogo pode apresentar mais de um ponto de equilíbrio de NASH. 
Para a discussão, assume-se que existe um jogo estratégico para dois jogadores, onde 
os dois jogadores controlam variáveis de 𝑋𝑋1 e 𝑋𝑋2, respectivamente, e tentam minimizar 
funções objetivo 𝑓𝑓1(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2) e 𝑓𝑓2(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2), respectivamente. 
Sendo: 
𝑓𝑓1(𝑥𝑥1𝑁𝑁 , 𝑥𝑥2𝑁𝑁) = min�𝑓𝑓1(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2𝑁𝑁)� (6) 
𝑓𝑓2(𝑥𝑥1𝑁𝑁 , 𝑥𝑥2𝑁𝑁) = min�𝑓𝑓2(𝑥𝑥1𝑁𝑁, 𝑥𝑥2)� (7) 
Onde: (𝑥𝑥1𝑁𝑁 , 𝑥𝑥2𝑁𝑁)  ∈ 𝑋𝑋1𝑁𝑁(𝑥𝑥2)  × 𝑋𝑋2𝑁𝑁(𝑥𝑥1) (8) 
 
𝑋𝑋1𝑁𝑁(𝑥𝑥2) = {𝑥𝑥1𝑁𝑁 ∈ 𝑋𝑋1|𝑓𝑓1(𝑥𝑥1𝑁𝑁, 𝑥𝑥2) = min 𝑓𝑓1(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2)} (9) 
 
𝑋𝑋2𝑁𝑁(𝑥𝑥1) = {𝑥𝑥2𝑁𝑁 ∈ 𝑋𝑋2|𝑓𝑓2(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2𝑁𝑁) = min 𝑓𝑓2(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2)} (10) 
 
𝑋𝑋1𝑁𝑁(𝑥𝑥2) Representa os conjuntos de reações aproximadas, sendo a notação 𝑥𝑥𝑁𝑁 a 
solução de Nash. 
Essa abordagem apresenta uma grande utilidade na abordagem de jogos não 
cooperativos, ou onde não existe troca de informação entre os jogadores, também chamados 
de jogos de informação incompleta. 
Uma combinação de estratégias é entendida como um ótimo de Pareto, caso não seja 
possível passar para uma outra de modo que nenhum jogador fique prejudicado e pelo menos 
um fique beneficiado.  
É uma abordagem possível para um conjunto de jogadores que estão agindo com um 
coletivo sem considerar apenas as recompensas individuais, mesmo que em diversos casos a 
solução individual pode ser melhor que a do equilíbrio de NASH. 
𝑓𝑓1(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2) < 𝑓𝑓1(𝑥𝑥1𝑃𝑃 , 𝑥𝑥2𝑃𝑃) (11) 
𝑓𝑓2(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2) < 𝑓𝑓2(𝑥𝑥1𝑃𝑃, 𝑥𝑥2𝑃𝑃) (12) 
 Sendo o par 𝑥𝑥1𝑃𝑃 , 𝑥𝑥2𝑃𝑃 é o ótimo de Pareto. 
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Diversos estudos que partem das abordagens de NASH permitem a utilização de seu 
método em jogos cooperativos, como será apresentado nos próximos tópicos (HARSANYI, 
1963) 
A aplicação destas duas modalidades adaptadas aos problemas que envolvem recursos 
hídricos pode representar uma possibilidade de interação entre diferentes objetivos 
conflitantes em uma cascata. 
2.9.2.  Teoria dos jogos em recursos hídricos 
Como já tratado nos tópicos anteriores, o gerenciamento de recursos hídricos envolve 
diretamente decisões e conflitos referentes ao uso da água. A tomada de decisão por diferentes 
gestores, de modo a buscar um máximo ganho para sua estratégia nem sempre pode ser 
tratada como a melhor decisão. A utilização de teoria dos jogos para o tratamento de 
problemas cooperativos apresenta-se como uma possibilidade. 
A utilização da teoria dos jogos é recente, os principais estudos aplicados na área de 
engenharia datam dos últimos 50 anos 
O primeiro estudo envolvendo o tema de teoria dos jogos no planejamento de recursos 
hídricos foi apresentado por Rogers (1969), onde os conceitos foram utilizados no 
planejamento do Rio Ganges, e em Rogers (1993) foi apresentado o modelo envolvendo a 
fronteira de Pareto aplicado no planejamento de recursos hídricos em regiões secas. 
Madani (2010) apresentou um trabalho onde foi realizada uma vasta apresentação de 
trabalhos aplicados na área de recursos hídricos, tanto não cooperativos como cooperativos. 
Utilizando a referência deste trabalho adicionado a uma extensa revisão de literatura nesta 
área apresenta-se uma tabela síntese com trabalhos que envolvem teoria dos jogos e 
problemas que utilizam conceitos semelhantes aos utilizados neste trabalho (alocação de 
recursos hídricos, divisão de estratégias, solução cooperada). 
Tabela 4 – Trabalhos relevantes com TJ 
Objetivo Local Tipo de Jogo Citação Categoria 
Atribuição justa dos custos de 
desenvolvimento dos recursos 
hídricos para os setores urbano e 
agrícola 
Japão Cooperativo Suzuki e Nakayama (1976) 
Divisão de 
ganhos e custos 
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Alocação de custos de um 
projeto de desenvolvimento de 
recursos hídricos entre 18 
municípios 
Suécia Cooperativo Young et al. (1980) Divisão de ganhos e custos 
Alocação de benefícios da 
reutilização de águas residuais 
para projetos de irrigação e 
formação de uma hipotética 
cooperação entre fazendas na 
utilização de água. 
Israel Cooperativo Dinar et al. (1992) Divisão de ganhos e custos 
Distribuição equitativa do 
rendimento derivado da água 
regulamentada após o comércio 
entre fazendas 
Austrália Cooperativo Tisdell e Harrison (1992) 
Divisão de 
ganhos e custos 
Analisar a resposta das 
organizações de abastecimento 
de água na região oeste da 
Califórnia (Califórnia) para 
transferências de água rurais 
para urbanas 
EUA Cooperativo Rosen e Sexton (1993) 
Divisão de 
ganhos e custos 
Desenvolver soluções para 
encontrar a localização das 
instalações nocivas (alocação de 
desutilidade entre os agentes) 
com base em princípios de 
equidade 
Hipotético Cooperativo Lejano e Davos (1995) 
Divisão de 
ganhos e custos 
Desenvolvimento de um quadro 
para negociação não-
cooperativa, multilateral e 
análise de negociações de 
política de água na Califórnia 
EUA Não cooperativo Adams et al. (1996) 
Divisão de 
ganhos e custos 
Atribuição eficiente e equitativa 
de taxas de impacto para os 
sistemas urbanos de água entre 
zonas, classes de utilizadores e 
tipos de procura 
Hipotético Cooperativo Lippai e Heaney (2000) 
Divisão de 
ganhos e custos 
Compartilhamento eficiente de 
um rio entre agentes 
satisfatórios (países) 
Hipotético Cooperativo Ambec e Ehlers (2008) 
Divisão de 
ganhos e custos 
Distribuição equitativa e 
eficiente de água entre os 
usuários no nível da bacia 
Canadá Cooperativo Wang et al. (2008) Divisão de ganhos e custos 
Encontrar soluções de 
negociação cooperativas para 
negociações entre geradores de 
energia hidrelétrica e 
ambientalistas no processo de 
re-licenciamento de UHE´s 
Hipotético Cooperativo Madani (2009) Divisão de recusros 
Conflito internacional sobre a 
inundação dos rios Ganges e 
Brahmaputra 
Índia e 
Paquistão 
Não 
cooperativo Rogers (1969) 
Alocação de 
recursos 
múltiplos 
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Caracterização das negociações 
dos regimes de bacias 
hidrográficas da Colômbia e do 
Baixo Mekong 
Canadá, EUA, 
Camboja, 
Laos, 
Tailândia e 
Vietnã 
Não 
cooperativo Dufournaud (1982) 
Alocação de 
recursos 
múltiplos 
Conflito sobre os desvios de 
água dos Grandes Lagos EUA e Canadá 
Não 
cooperativo 
Becker e Easter 
(1995) 
Alocação de 
recursos 
múltiplos 
Desenvolvimento de uma regra 
flexível de alocação de água que 
garanta uma distribuição 
eficiente (Pareto-óptima) do rio 
Ganges. 
Índia   Cooperativo Kilgour e Dinar (2001) 
Alocação de 
recursos 
múltiplos 
Determinação das ações e dos 
preços da água a ser fornecida 
para serviços ambientais no rio 
Platte 
EUA Não cooperativo 
Supalla et al. 
(2002) 
Alocação de 
recursos 
múltiplos 
Estabelecimento de condições 
de base para regimes de 
cooperação compatíveis com 
incentivos na bacia do Nilo 
Burundi, 
Congo, Egito, 
Eritrea, 
Etiópia, 
Kenia, 
Ruanda, 
Sudão, 
Tanzânia e 
Uganda 
Cooperativo Wu e Whittington (2006) 
Alocação de 
recursos 
múltiplos 
Identificar o resultado mais 
provável (escolha do método de 
divisão) do conflito do mar 
Cáspio e propor algumas 
alocações possíveis 
Arzebaijão, 
Irã, 
Kazaquistão, 
Rússia e 
Turcomenistão 
Cooperativo 
e não 
cooperativo 
Sheikhmohammady 
e Madani (2008) 
Alocação de 
recursos 
múltiplos 
Revisão bibliográfica e 
aplicação de TJ Hipotético 
Cooperativo 
e não 
cooperativo 
Madani (2010) 
Alocação de 
recursos 
múltiplos e 
divisão de 
ganhos 
Sistemas com múltiplos 
reservatórios, políticas de 
decisões ótimas 
EUA Cooperativo Madani e Dinar (2012) 
Alocação de 
recursos 
múltiplos 
Análise da Teoria dos Jogos e 
Fronteira de Pareto na alocação 
de Recursos Hídricos na Bacia 
do Rio Tigre e Eufrates 
Turquia, Síria 
e Iraque Cooperativo 
Kucukmehmetoglu, 
2012 
Alocação de 
recursos 
múltiplos 
Operação de reservatórios e 
método de aprendizado EUA 
Cooperativo 
e não 
cooperativo 
Madani K., 
Hooshyar (2014) 
Alocação de 
recursos 
múltiplos e 
divisão de 
ganhos 
Aplicação de Teoria dos Jogos e 
Lógica Fuzzy na alocação de 
recursos no reservatório de 
Namazgah 
Turquia  Cooperativo Uçles et al 2015 Divisão de ganhos e custos 
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Aplicação da Teoria dos jogos 
em gerenciamento de pesca Global Cooperativo 
Gronbaek et al 
(2016) 
Divisão de 
ganhos e custos 
Gerenciamento cooperativo de 
Recursos hídricos em situações 
críticas 
Espanha Cooperativo Kahil, Dinar e Albiac (2016) 
Alocação de 
recursos 
múltiplos e 
divisão de 
ganhos 
Modelo Evolucionário Proposto 
Para avaliar incentivos na 
redução de carbono através da 
Teoria dos Jogos. 
EUA Cooperativo Zhao et al (2016) Divisão de ganhos e custos 
Minimização de impacto 
ambiental para indústrias, 
analisado com Teoria dos Jogos 
Hipotético Cooperativo Gao et al. (2017) Divisão de ganhos e custos 
Avaliação entre o Governo da 
China na divisão de Recursos 
Hídricos. 
China Cooperativo Xianshi (2017) Divisão de ganhos e custos 
Contribuição aos processos de 
tomada de decisão no setor de 
saneamento com a aplicação da 
Teoria dos Jogos (TJ). 
Hipotético Cooperativo 
Deantoni e 
Francato (2018, no 
prelo) 
Divisão de 
ganhos e custos 
Auxilio na análise de licenças 
para descarga em rios pela 
agricultura 
Irã Cooperativo Soltani e Kerachian (2018) 
Divisão de 
ganhos e custos 
Fonte: Adptado de (MADANI, 2010) 
Apresenta-se em sequência destaques entre os trabalhos citados na Tabela 4 com 
considerações relevantes para este trabalho. 
O estudo realizado por Madani (2010) apresenta um conjunto de jogos, não 
cooperativos aplicados ao planejamento de recursos hídricos, e apresentado resultados que em 
muitas vezes são diferentes dos resultados obtidos com otimização, ou ainda do senso 
comum. Com isso o autor apresenta a teoria dos jogos não só como mais uma ferramenta na 
tomada de decisão, com mais um parâmetro na comparação de decisões importantes, sobre 
uma nova ótica. 
De acordo com os trabalhos de (JIANG; SONG; KUSIAK, 2013; 
KUCUKMEHMETOGLU, 2012) que tratou sobre a resolução do conflito de distribuição de 
água entre agricultura e abastecimento urbano nos Rios Tigre e Eufrates, no percurso entre 
Turquia Iraque e Síria. O autor utilizou programação linear para estabelecer uma fronteira de 
Pareto e apresentar um conjunto de soluções, baseadas no custo da água. 
Madani e Hooshyar (2014) avaliam que a TJ é uma alternativa na manipulação de 
problemas, permitindo uma análise complexa de situações com múltiplos objetivos, quando 
54 
 
 
 
comparada à outras técnicas, como a otimização, onde o problema geralmente é reduzido a 
uma única função objetivo, utilizando método de pesos ou uma análise multicritério. 
No mesmo estudo Madani e Hooshyar (2014) consideraram a operação de 
reservatórios através de TJ e uma técnica de aprendizado por reforço, avaliando três técnicas 
de TJ: Barganha de Nash-Harsanyi (HARSANYI, 1959), Valor de Shapley (SHAPLEY, 
1954) e Nucleolus (SCHMEIDER, 1969). Souza Filho e Porto (2008) utilizam os conceitos da 
TJ para avaliação da regulação do mercado pelo estado e alocação de água. 
A análise de conflitos no uso da água é um tema recorrente em trabalhos acadêmicos 
que utilizam a TJ. Becker e Easter (1995) analisaram as políticas dos desvios da água nos 
grandes lagos, considerando como jogadores U.S.A. e Canadá, também combinações de 
diferentes jogadores (províncias da região). Kilgour e Dinar (2001) avaliaram políticas de 
alocação dos recursos hídricos entre usuários de um mesmo corpo hídrico, os autores 
utilizaram metodologia no Rios Ganges e chegaram a conclusão que alocações variáveis, em 
função do tempo e da hidrologia apresenta resultados superiores em relação a alocações fixas, 
que é o modelo utilizado na região.  
Xianshi (2017) estuda interações entre governos locais (províncias) e o governo 
central da China sobre alocação dos recursos hídricos através da TJ com um jogo de 
informação completa e incompleta para estabelecer o equilíbrio de Nash na tomada de 
decisão. 
Trabalhos na área de Recursos hídricos com abordagem no meio ambiente também 
estão presentes na Literatura técnica, Zhao et al (2016) apresentam um modelo de TJ com 
otimização evolutiva para avaliar as respostas de incentivos na implementação de um 
programa e rotulagem sobre redução na emissão de carbono. Gao et al. (2017) usam a teoria 
dos jogos para decidir o risco assumido por uma empresa para produção, o estudo é baseado 
em riscos assumidos e o valor pago pela seguradora caso haja algum dano ao meio ambiente. 
Gronbaek et al (2016) avaliou o comportamento das industrias de pesca, e da 
competição entre os diversos jogadores avaliando estratégias de cooperação parcial ou 
completa. E que as indústrias não utilizam estratégias de TJ e poderiam ganhar com isso. 
Uçles et al (2015) utiliza a TJ e uma abordagem Fuzzi para avaliar os impactos 
econômicos e ambientais no reservatório de Namazgah (Turquia) com uma abordagem para 
tomada de decisão no âmbito da bacia hidrográfica. 
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Soltani e Kerachian (2018) utilizam a TJ cooperativa para distribuir os benefícios 
gerados em negociações de licenças de descarte de água em um reservatório para proveniente 
de diferentes fontes. O estudo é aplicado em um caso real na bacia do rio Karkeh (Irã). 
Deantoni e Francato (2018, no prelo) utilizam a TJ para analisar uma situação de 
investimento no setor de saneamento, a interação se dá entre a empresa de saneamento e o 
loteador, através de diferentes análises é possível avaliar o comportamento de cada jogador 
em uma situação dinâmica de interação. 
2.9.3. Teoria dos jogos em recursos hídricos – Abordagem cooperativa 
O início da Teoria dos jogos ocorreu com o trabalho do grande Matemático Von 
Neumann e Morgenstern, na primeira aparição (publicação) foi apresentado o jogo 
cooperativo de soma zero para duas pessoas. 
Nash (1953) propôs estudar jogos cooperativos com base em sua redução a jogos não 
cooperativos, modelando negociações pré-jogo como movimentos de um jogo não 
cooperativo. 
Nesta situação, um ponto de equilíbrio do jogo não cooperativo pode-se explicar o 
comportamento de uma coalizão como resultado da maximização do “pay off “ dos jogadores 
individuais. O trabalho focou em uma abordagem para duas pessoas. 
Okada (2010) apresenta uma abordagem que permite a inclusão de n pessoas, 
salientado um dos principais pontos críticos do modelo original, caso um participante da 
coalisão decida sair do ponto de equilíbrio, todos os participantes terão que barganhar uma 
nova solução. 
Para um conjunto X com n elementos onde 𝑅𝑅𝑛𝑛 denota o espaço Euclideano com as 
coordenadas de X, qualquer ponto neste espaço pode ser denotado por 𝑦𝑦 = (𝑦𝑦𝑖𝑖)𝑖𝑖 ∈ 𝑋𝑋 ou 𝑦𝑦 =(𝑦𝑦1,𝑦𝑦2, … , 𝑦𝑦𝑛𝑛). 
Considerando um subespaço S que contem para qualquer elemento 𝑦𝑦𝑖𝑖 ou outro 
elemento 𝑦𝑦−𝑖𝑖, 𝑆𝑆∁𝑋𝑋 𝑅𝑅𝑠𝑠 denota o subespaço de 𝑅𝑅𝑁𝑁 que contem esses elementos. 
Baseando-se no modelo apresentado por Harsanyi (1963), adaptado e utilizado por 
Madani (2011), Okada (2010) também reavaliado por Rubinstein (1982) e é possível 
estabelecer (conforme já apresentado na revisão bibliográfica).  
Ω = max(𝑥𝑥1 − 𝑑𝑑1) (𝑥𝑥2 − 𝑑𝑑2) (13) 
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𝑠𝑠.𝑎𝑎.: 
�𝑥𝑥𝑖𝑖 ≤ 𝑆𝑆
2
𝑖𝑖=1
 
(14) 
𝑥𝑥𝑖𝑖 ≥ 𝑑𝑑𝑖𝑖 ≥ 0 (15) 
Nesta equação 𝑥𝑥1 representa o valor obtido para o jogador 1 quando da cooperação e 
𝑑𝑑1 o valor obtido para uma estratégia individual, tendo o limite de recurso 𝑆𝑆 para ser 
utilizado. 
Nash (1953) adaptado por Harsanyi (1963) apresentou um modelo de otimização não 
linear compartilhando um recurso, com 𝑛𝑛 jogadores. 
𝜃𝜃 = max  �(𝑥𝑥i − 𝑑𝑑i).𝑛𝑛
𝑖𝑖=1
  (16) 
𝑠𝑠.𝑎𝑎.�𝑥𝑥𝑖𝑖 ≤ 𝑆𝑆2
𝑖𝑖=1
 
(17) 
Madani (2011) apresentou um modelo de auxílio na etapa de licenciamento de 
aproveitamentos hidrelétricos nos EUA. Com suporte em teoria dos jogos o objetivo é manter 
uma taxa de geração de energia e diminuir o impacto na vida aquática neste rio.  
Sendo que a geração foi formulada por uma equação que era proporcional a vazão 
turbinada. O impacto na vida aquática foi formulado em função dos meses mais importantes 
para reprodução. Com a metodologia utilizando otimização não linear e teoria dos jogos foi 
possível manter a taxa de geração e diminuir o impacto ambiental (dentro de um certo limite) 
e avaliação para diferentes cenários. 
O modelo se baseou na elaboração de uma função objetivo que utilizava a Equação 
(16) obtida por Harsanyi com os dois jogadores considerados (geração e impacto). 
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3. Modelo de otimização Multiobjetivo com suporte ao método dos pesos 
e Teoria do Jogos. 
O desenvolvimento deste trabalho se baseou em um conjunto de atividades que podem 
ser compreendidas em etapas distintas. O modelo elaborado apresenta uma interface onde os 
parâmetros e definições iniciais (horizonte, armazenamento dos reservatórios, cenário 
hidrológico, algoritmo de otimização) podem ser escolhidas através de uma planilha 
eletrônica.  
A partir da seleção dos parâmetros um modelo de otimização no formato compatível 
com o software GAMS é elaborado e salvo em arquivo de texto. Esse arquivo é submetido ao 
processo de otimização que pode ser realizado no software GAMS instalado no computador 
do usuário ou em um servidor remoto. 
Após o processamento será gerado um vetor com os resultados de cada variável do 
problema, este vetor é importado novamente para a planilha eletrônica onde os resultados são 
exibidos através de gráficos e tabelas, que permitem uma maior compreensão dos resultados 
obtidos e de seu significado. 
O modelo apresentado permite também a seleção da metodologia utilizada na função 
objetivo, que conforme apresentação nos tópicos 3.3 e 3.4 podem ter uma função objetivo 
formulado pelo método dos pesos ou com base na Teoria dos Jogos de Harsanyi (TJ). 
No fluxograma da Figura 11 é apresentado a sequência de etapa das para geração dos 
resultados, e o respectivo local de ocorrência. 
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Figura 11 - Fluxo do modelo 
Modelo  de Otimização 
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Cooperação 
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3.1. Modelo de otimização integrado 
Como proposta do trabalho foi desenvolvido um modelo de otimização que utiliza 
algoritmos numéricos através da plataforma GAMS. Tem-se como objetivo o tratamento de 
problema de usos múltiplos da água na bacia do rio Tietê, contemplando: geração de energia 
elétrica nas UHE’s, o transporte hidroviário e o abastecimento de água (urbano ou rural). 
Na etapa de desenvolvimento, para permitir um conjunto diverso de estudos, foram 
avaliadas as seguintes flexibilidades do modelo: 
Horizonte de planejamento: 
Em (DEANTONI, 2013) foi desenvolvido um modelo chamado de SolverSINR, que 
adaptou o modelo SolverSIN (LOPES, 2008) para que fosse compreendido a estocasticidade, 
por meio da ocorrência de diversos cenários hidrológicos e com a inclusão da possibilidade de 
horizonte de planejamento variável, e com mês inicial de operação variável. Como conclusão 
do trabalho, notou-se que essas duas melhorias com relação ao modelo original, permitiam 
uma maior variedade de estudos. 
O modelo, em desenvolvimento, foi estruturado de modo a apresentar um horizonte de 
planejamento variável (entre 12 meses e 60 meses), para este trabalho todas as análises serão 
realizadas com o horizonte de planejamento de 24 meses. 
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Esse horizonte será utilizado, pois permite ao modelo uma flexibilidade de dois anos 
entre as restrições de início e fim de plano, evitando influências pontuais de condições de 
contorno, permitindo uma análise das metodologias sem influência significativa do horizonte 
de planejamento. 
O início da operação é baseado no ano hidrológico com mês inicial outubro e mês 
final setembro, assim as condições de entrega de plano estarão no final do período de 
estiagem. 
O intervalo de planejamento é mensal, toda a metodologia desenvolvida é subsidiada 
por séries históricas mensais que reforçam a decisão deste intervalo. 
As condições processadas não apresentaram simplificações, além das citadas, que 
possam comprometer os resultados, pois será possível definir todas as condições de início de 
plano e final de plano. Condições: 
• Armazenamento de cada um dos reservatórios 
• Série de vazão utilizada (cenário) 
• Solver utilizado 
O modelo será desenvolvido em uma plataforma integrada com o software GAMS: 
Através de um modelo que utiliza a planilha eletrônica, Excel para base de dados e 
telas de processamento, a sequência do processamento é a criação de um algoritmo no 
formado do software que é gerado automaticamente, em função dos parâmetros apresentados. 
Esse arquivo será enviado para o software GAMS como um protocolo de execução, 
que ao fim do processamento, caso ele seja factível, retornará o valor da solução de todas as 
variáveis em forma de vetor ou matriz para a planilha eletrônica que gerou a rotina e o 
protocolo, esse fluxo é apresentado na Figura 12. 
Após essa troca de informações, os principais resultados ficarão disponíveis na 
interface gráfica da planilha. 
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Figura 12 - Fluxo de processamento 
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3.2. Tratamento matemático 
Conforme trabalhos anteriores, disponíveis na literatura técnica especializada, como: 
Zambon (2008), Lopes (2009), Deantoni (2013), Mendes et al (2015), a modelagem 
hidráulica da cascata é realizada através de equações do balanço hídrico, continuidade e 
também as relações de geração de energia elétrica em turbinas, os equacionamentos utilizados 
são apresentados no tópico 3.2.1. 
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3.2.1.  Modelagem da Geração de Energia e Operação do Reservatório 
Equação da continuidade em usinas fio d’água: 
0 = 𝑑𝑑𝑑𝑑 ∗ ��𝑅𝑅𝑚𝑚𝑖𝑖,𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑖𝑖=0
+ 𝐼𝐼𝑖𝑖,𝑡𝑡 − 𝑅𝑅𝑖𝑖,𝑡𝑡 −�𝑈𝑈𝐶𝐶𝑖𝑖,𝑢𝑢,𝑡𝑡𝑛𝑛𝑢𝑢
𝑢𝑢=1
− 𝐷𝐷𝑇𝑇𝑖𝑖,𝑡𝑡� − 𝐸𝐸𝑖𝑖,𝑡𝑡 (18) 
Equação da continuidade em usinas com reservatório: 
𝑆𝑆𝑖𝑖,𝑡𝑡 = 𝑆𝑆𝑖𝑖,𝑡𝑡−1 + 𝑑𝑑𝑑𝑑 ∗ ��𝑅𝑅𝑚𝑚𝑖𝑖,𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑖𝑖=0
+ 𝐼𝐼𝑖𝑖,𝑡𝑡 − 𝑅𝑅𝑖𝑖,𝑡𝑡 −�𝑈𝑈𝐶𝐶𝑖𝑖,𝑢𝑢,𝑡𝑡𝑛𝑛𝑢𝑢
𝑢𝑢=1
− 𝐷𝐷𝑇𝑇𝑖𝑖,𝑡𝑡� − 𝐸𝐸𝑖𝑖,𝑡𝑡 (19) 
Sendo que a vazão total 𝑅𝑅é dada por: 
𝑅𝑅𝑖𝑖,𝑡𝑡 = 𝑅𝑅′𝑖𝑖,𝑡𝑡 + 𝑅𝑅′′𝑖𝑖,𝑡𝑡 + 𝑅𝑅′′′𝑖𝑖,𝑡𝑡 (20) 
Apresentam-se nas equações (18), (19) e (20) as variáveis, 𝑑𝑑𝑑𝑑: intervalo de tempo 
médio em segundos no período mensal; 𝑅𝑅𝑚𝑚 que é a vazão do reservatório imediatamente de 
montante; 𝐼𝐼𝑖𝑖,𝑡𝑡 é a vazão natural afluente na usina (m³/s); 𝑅𝑅𝑖𝑖,𝑡𝑡 é a vazão total descarregada 
(m³/s) que é composta por três vazões: 𝑅𝑅𝑖𝑖,𝑡𝑡′  a vazão turbinada na usina (m³/s); 𝑅𝑅′𝑖𝑖,𝑡𝑡′  a vazão 
vertida na usina (m³/s); 𝑅𝑅𝑖𝑖,𝑡𝑡′′′ a vazão eclusada na usina (m³/s); 𝑈𝑈𝐶𝐶𝑖𝑖,𝑢𝑢,𝑡𝑡é o uso consuntivo para 
os 𝑢𝑢 usos para a água retirado do reservatório; 𝐷𝐷𝑇𝑇𝑖𝑖,𝑡𝑡 é a vazão desviada a jusante do 
barramento (m³/s) quando existe um desvio, por exemplo um canal de interligação; 𝐸𝐸𝑖𝑖,𝑡𝑡 é a 
evaporação média (m³) na área alagada do reservatório e 𝑆𝑆𝑖𝑖,𝑡𝑡  que é o armazenamento.  
Em toda a modelagem as variáveis podem apresentar dois diferentes indexadores que 
são: 𝑖𝑖:𝑈𝑈𝑈𝑈𝐸𝐸 e 𝑑𝑑: 𝑖𝑖𝑛𝑛𝑑𝑑𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑑𝑑𝑒𝑒 𝑑𝑑𝑒𝑒𝑚𝑚𝑝𝑝𝑖𝑖 
A evaporação, em usinas com armazenamento, pode ser calculada por: 
𝐸𝐸𝑖𝑖,𝑡𝑡 = 𝐴𝐴𝑖𝑖,𝑡𝑡 + 𝐴𝐴𝑖𝑖−1,𝑡𝑡2 ∗ 𝐼𝐼𝐸𝐸𝑖𝑖 (21) 
Para usinas fio d’água: 
𝐸𝐸𝑖𝑖,𝑡𝑡 = 𝐴𝐴𝑖𝑖,𝑡𝑡 ∗ 𝐼𝐼𝐸𝐸𝑖𝑖 (22) 
Nas equações (21) e (22) 𝐸𝐸𝑖𝑖,𝑡𝑡 é a evaporação, 𝐴𝐴𝑖𝑖,𝑡𝑡 é a Área alagada e 𝐼𝐼𝐸𝐸𝑖𝑖 é o índice de 
evaporação do reservatório, obtido de (ONS, 2017)  
A queda bruta, para uma usina com reservação, pode ser calculada de acordo com: 
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𝑈𝑈𝐻𝐻𝑖𝑖,𝑡𝑡 = 𝑈𝑈𝑖𝑖,𝑡𝑡 + 𝑈𝑈𝑖𝑖−1,𝑡𝑡2 ∗ 𝑈𝑈𝑑𝑑𝑖𝑖 (23) 
E para a fio d’água 
𝑈𝑈𝐻𝐻𝑖𝑖,𝑡𝑡 = 𝑈𝑈𝑓𝑓𝑖𝑖,𝑡𝑡 ∗ 𝑈𝑈𝑑𝑑𝑖𝑖 (24) 
Nas Equações (23) e (24) 𝑈𝑈𝑏𝑏 é a queda bruta, 𝑈𝑈 é o nível do reservatório, 𝑈𝑈𝑑𝑑 a cota do 
canal de fuga e 𝑈𝑈𝑓𝑓 o nível constante do reservatório fio d´água. 
A produção energética é dada por:  
𝑃𝑃 = 𝜀𝜀 ∗ 𝑈𝑈𝐻𝐻 ∗ 𝑅𝑅𝑑𝑑 (25) 
Na qual 𝑃𝑃 é a potência obtida pela multiplicação da queda bruta pela 𝜀𝜀 produtividade 
específica da UHE e pela vazão turbinada. 
Para determinação da altura no reservatório e no canal de fuga são utilizados 
polinômios de quarto grau específicos para cada usina. 
Altura do nível de água no lago 
𝑈𝑈𝑖𝑖,𝑡𝑡 = 𝑎𝑎0𝑖𝑖 + 𝑎𝑎1𝑖𝑖 ∗ 𝑆𝑆𝑖𝑖,𝑡𝑡 + 𝑎𝑎2𝑖𝑖 ∗ 𝑆𝑆𝑖𝑖,𝑡𝑡2 + 𝑎𝑎3𝑖𝑖 ∗ 𝑆𝑆𝑖𝑖,𝑡𝑡3 + 𝑎𝑎4𝑖𝑖 ∗ 𝑆𝑆𝑖𝑖,𝑡𝑡4  (26) 
Altura de jusante 
𝑈𝑈𝑑𝑑𝑖𝑖,𝑡𝑡 = 𝛽𝛽0𝑖𝑖 + 𝛽𝛽1𝑖𝑖 ∗ 𝑅𝑅𝑖𝑖,𝑡𝑡 + 𝛽𝛽2𝑖𝑖 ∗ 𝑅𝑅𝑖𝑖,𝑡𝑡2 + 𝛽𝛽3𝑖𝑖 ∗ 𝑅𝑅𝑖𝑖,𝑡𝑡3 + 𝛽𝛽4𝑖𝑖 ∗ 𝑅𝑅𝑖𝑖,𝑡𝑡4  (27) 
Área alagada 
𝐴𝐴𝑖𝑖,𝑡𝑡 = 𝑐𝑐0𝑖𝑖 + 𝑐𝑐1𝑖𝑖 ∗ 𝑈𝑈𝑖𝑖,𝑡𝑡 + 𝑐𝑐2𝑖𝑖 ∗ 𝑈𝑈𝑖𝑖,𝑡𝑡2 + 𝑐𝑐3𝑖𝑖 ∗ 𝑈𝑈𝑖𝑖,𝑡𝑡3 + 𝑐𝑐4𝑖𝑖 ∗ 𝑈𝑈𝑖𝑖,𝑡𝑡4  (28) 
Nas equações (26), (27) e (28) tem-se: 𝛼𝛼 são os coeficientes do polinômio de altura em 
função do armazenamento, 𝛽𝛽 os coeficientes do polinômio da altura do canal de fuga em 
função da vazão total e 𝑐𝑐 os parâmetros do polinômio da área do reservatório em função do 
nível de água. 
Vazão eclusada 
𝑅𝑅𝑖𝑖,𝑡𝑡′′′ = 𝐴𝐴𝑒𝑒𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖 ∗ 𝑁𝑁𝑒𝑒𝑐𝑐𝑖𝑖 ∗ 𝑈𝑈𝑑𝑑 (29) 
A vazão eclusada é obtida através do volume da câmara mukltiplicada pelo número de 
vezes que a eclusa foi acionada, sendo 𝐴𝐴𝑒𝑒𝑐𝑐 area da eclusa . 
O Balanço de vazões em uma usina 𝑖𝑖, pode ser melhor visualizado na Figura 13. 
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Figura 13 - Balanço hídrico em usina 
Si,t(%)
Uso Consuntivo 
UCi,t
Evaporação 
EV(Si,t)i,t
Vazão Defluente:
Vazão Eclusada Ri,t’
Vazão Vertida Ri,t’’ 
Vazão Turbinada Ri,t’’’
Vazão Afluente:
Vazão Defluente: R(i-1,t-1)
Contribuição Bacia
 
Em usinas onde o volume não apresenta alterações (usinas fio d’água) a variável 𝑆𝑆𝑖𝑖 ,𝑡𝑡 
pode ser entendida apenas como 𝑆𝑆𝑖𝑖, com um volume fixo e inalterável no tempo. 
3.2.2.  Modelagem da Hidrovia 
A modelagem dos parâmetros referentes a hidrovia consiste na determinação da altura 
de água disponível acima do nível de fundo do leito fluvial. Esta altura d’água é dividida 
tecnicamente em duas partes que são: a folga sobre a quilha (folga entre a parte inferior da 
embarcação e o nível do solo) e o calado que corresponde a parte da embarcação que está 
submersa, que pode ser determinada pelo empuxo gerado que por consequência corresponde 
ao peso da embarcação e da carga transportada, está hipótese é válida para pequenas 
velocidades, que é o que ocorre nas hidrovias (transporte de carga). 
Figura 14 - Denominação das alturas referentes às embarcações 
calado
folga
cota crítica
embarcação
solo
 
 
Para a bacia hidrográfica do Rio Tietê, tem-se quatro trechos de hidrovia, são eles 
compreendidos entre: UHE Barra Bonita e UHE Bariri, UHE Bariri e UHE Ibitinga, UHE 
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Ibitinga e UHE Promissão e UHE Promissão e UHE Nova Avanhandava. A disponibilidade 
de calado foi avaliada por meio dos valores de cota crítica do terreno (ponto mais alto). 
Conhecidos os valores de cota de fundo crítica, em cada trecho, e a função de vazão 
defluente versus a cota é possível avaliar a cota disponível para navegação em cada um dos 
trechos da hidrovia. 
𝐶𝐶𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑁𝑁𝐴𝐴𝑖𝑖,𝑡𝑡 − (𝐶𝐶𝐶𝐶 + 𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖𝑓𝑓𝑎𝑎) (30) 
Na equação acima 𝐶𝐶𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖 é o caldo possível no trecho, diferença entre o nível d’água 
(𝑁𝑁𝐴𝐴𝑖𝑖,𝑡𝑡) e a soma da cota crítica do trecho (𝐶𝐶𝐶𝐶) com a 𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖𝑓𝑓𝑎𝑎 utilizada. 
Sendo que o nível d’água deve ser avaliado para o nível médio no ponto crítico. 
Também deve ser considerado o caso de afogamento no canal de fuga da UHE, isto é, quando 
a cota do reservatório de jusante é superior a cota do canal de fuga do reservatório de 
montante. Neste caso o nível d’água no canal não é definido pela vazão defluente no 
reservatório e sim pelo remanso do reservatório imediatamente a jusante. 
O valor adicional a cota crítica, chamado 𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖𝑓𝑓𝑎𝑎 com valor padronizado de 30 cm foi 
considerado, na prática da navegação fluvial tal folga é conhecida como “pé do piloto”. 
Devido ao fato de que as embarcações operam com um calado máximo de 3 m foram 
avaliadas três possíveis metodologias de cálculo para atendimento à navegação:  
a) função linear por partes (não linear); 
b) função logística; 
c) função tangente hiperbólica.  
Essas 3 funções associam o calado como uma porcentagem de atendimento da 
hidrovia. Deste modo as funções contemplam o atendimento da hidrovia entre um nível que 
varia entre 0 e 100% associado respectivamente à calados entre 0,0 e 3,0 m. Sendo valores 
superiores a 3m correspondentes sempre a 100% de atendimento da hidrovia. 
Destaca-se a importância deste procedimento numérico para evitar que o processo de 
otimização busque valores de calados superiores a 3,0 m, pois o ponto máximo ocorrerá 
sempre em 3,0 m. 
Analisando as três possibilidades foi observado pelos resultados apresentados que a 
função tangente hiperbólica se mostrou mais coerente, pois a função linear por partes cria 
descontinuidades para a otimização que aumenta consideravelmente a ocorrência de 
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infactibilidades. A função logística apresentou uma pequena curvatura e assim representou 
pouca sensibilidade para calados próximos a 3,0 m. A função utilizada para o atendimento 
está apresentada na equação 31. 
𝐶𝐶𝐷𝐷𝑖𝑖 = ��𝑒𝑒3∗(𝐶𝐶𝐶𝐶𝑙𝑙𝑖𝑖−2,5)� − �𝑒𝑒3∗(𝐶𝐶𝐶𝐶𝑙𝑙𝑖𝑖−2,5)�(𝑒𝑒3∗(𝐶𝐶𝐶𝐶𝑙𝑙𝑖𝑖−2,5)) + (𝑒𝑒3∗(𝐶𝐶𝐶𝐶𝑙𝑙𝑖𝑖−2,5)) + 1� ∗ 0,5 (31) 
O Calado disponível (𝐶𝐶𝐷𝐷𝑖𝑖) é um valor normalizado que reflete o atendimento a 
hidrovia (Atendimento à Navegação), apresenta-se na Figura 15 o gráfico que representa a 
função utilizada. 
Figura 15 - Gráfico da função tangente hiperbólica utilizada para navegação 
 
 
O Déficit hidroviário foi calculado de duas maneiras distintas, uma como a média do 
déficit em cada trecho e outra como sendo o menor valor em cada trecho. 
𝐷𝐷𝑈𝑈𝑖𝑖 = 1/N ∗�𝐶𝐶𝐷𝐷𝑖𝑖N
𝑛𝑛=1
 (32) 
e 
𝐷𝐷𝑈𝑈𝑖𝑖 = min(𝐶𝐶𝐷𝐷𝑖𝑖)N (33) 
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Sendo 𝐷𝐷𝑈𝑈𝑖𝑖 o déficit hidroviário, calculado a partir do calado disponível em cada 
trecho, entre 𝑁𝑁 trechos. No tópico 4.1. é apresentado os resultados obtidos com cada uma das 
funções e definição da utilização de (32) no modelo final. 
Uma possibilidade contemplada no modelo foi o tratamento da hidrovia como uma 
restrição, nesta situação o cálculo da cota necessária para atendimento da hidrovia (em função 
no nível de atendimento desejado) foi realizado e uma restrição da cota, utilizando a Equação 
(32) com o calado isolado foi inserida conforme a Equação (34) apresentada a seguir: 
𝑁𝑁𝐴𝐴𝑖𝑖,𝑡𝑡 ≥ 𝐶𝐶𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖 (34) 
O solver utilizado no processamento, do modelo GAMS foi o CONOPT3 (ARKI), que 
utiliza o método do Gradiente Reduzido Generalizado desenvolvido inicialmente por 
(Carpentier; Abadie, 1966), modificado por (LASDON,1980) GRG2, Drud (1985) e Drud 
(1992).  
3.2.3.  Modelagem do Abastecimento Urbano de Água (ou rural). 
Conforme apresentado na revisão bibliográfica o abastecimento urbano de água 
sempre prevalece entre os demais usos possíveis para água. Desta forma a proposta de 
abordagem utilizada no modelo é considerar o abastecimento urbano como uma restrição no 
processo de otimização.  
Para flexibilizar futuros estudos de cenários urbanos, a série de abastecimento urbano 
de água, ao abastecimento rural de água, chamada de 𝑈𝑈𝐶𝐶, que é uma série temporal recebe um 
parâmetro 𝛾𝛾 que permite a criação de diferentes séries de vazões para o abastecimento. 
 Abordagem como restrição: 
𝑈𝑈𝐶𝐶2𝑖𝑖 ,𝑡𝑡 = 𝑈𝑈𝐶𝐶𝑖𝑖 ,𝑡𝑡∗ 𝛾𝛾 (35) 
A avaliação de diferentes cenários de Abastecimento de água e os impactos em 
cascatas podem ser verificados em (DEANTONI e FRANCATO, 2017a) 
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3.3. Função multiobjetivo pelo método dos pesos 
Ao utilizar o método dos pesos é possível estabelecer uma função objetivo que 
contemple a navegação e a geração de energia elétrica ponderadas por parâmetros (pesos), 
chamados de 𝑤𝑤1 e 𝑤𝑤2. 
Função objetivo, com dois parâmetros, nesta hipótese o abastecimento de água foi 
estabelecido como uma condição na modelagem (direto na equação de continuidade como 
uma série temporal): 
min𝑍𝑍 =  �𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡 ∗ ((𝑤𝑤1 ∗ �1 − ∑ (𝑃𝑃𝑢𝑢,𝑡𝑡)𝑈𝑈𝑢𝑢=1𝐷𝐷𝑡𝑡 �2𝑇𝑇𝑡𝑡=1 ) + (𝑤𝑤2 ∗ (1 − 𝐷𝐷𝑈𝑈𝑡𝑡)2)) (36) 
Onde Z é a função objetivo; 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑖𝑖 é o intervalo de tempo; t é o indexador do período de 
tempo; 𝑢𝑢 é o indexador da UHE; T é o horizonte de planejamento; 𝑤𝑤1 é o peso da componente 
de déficit energético; 𝑤𝑤2 é o componente do déficit na navegação 𝑃𝑃𝑢𝑢,𝑡𝑡 é a produção energética 
e 𝐷𝐷 a demanda. 
Ambas as componentes não são lineares, e o conjunto é um modelo de otimização não 
linear que através de formulações de balanço hídrico e modelagem hidráulica apresenta uma 
função objetivo que considera tanto a navegação como a geração de energia elétrica, cada 
uma com um peso associado, para aplicação de análise multiobjectivo baseada no Método dos 
Pesos (Zadeh, 1963). 
3.4. Procedimento de função multiobjetivo utilizando a Teoria dos 
Jogos 
O modelo que compreende a Teoria dos Jogos, conforme descrição já apresentada é 
sintetizado a seguir: 
Sendo um conjunto de 𝑁𝑁 jogadores, que podem formar uma coalizão 𝑆𝑆, 𝑆𝑆 ⊆ 𝑁𝑁. Cada 
jogador apresenta uma função de benefício 𝑢𝑢, e quando está na coalização 𝑢𝑢∗, sendo a função 
ganho 𝑖𝑖(𝑠𝑠). 
Tem-se: 
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𝑢𝑢𝑖𝑖
∗ ≥ 𝑢𝑢𝑖𝑖     ∀𝑖𝑖 ∈ 𝑁𝑁 (37) 
∑𝑢𝑢𝑖𝑖
∗ ≥ 𝑖𝑖(𝑠𝑠)    ∀𝑆𝑆 ∈ 𝑆𝑆, 𝑆𝑆 ⊆ 𝑁𝑁 (38) 
∑𝑢𝑢𝑖𝑖
∗ ≥ 𝑖𝑖(𝑁𝑁) (39) 
 
• Representando (37) que o benefício de um jogador na coalizão é melhor que 
individualmente; 
• A soma da coalizão é melhor que a soma individual de todos, conforme (38); 
• O total de ganhos é dos membros da coalizão (39). 
3.4.1. Método de Nash-Harsanyi 
Conforme apresentado no tópico 2.9 uma  das equações que podem ser interpretadas 
como solução objetivo utilizando a TJ, baseada no método apresentado por Harsanyi (1959) é: 
𝑚𝑚𝑎𝑎𝑥𝑥�(𝑢𝑢𝑖𝑖∗ − 𝑢𝑢𝑖𝑖)𝑛𝑛
𝑖𝑖=𝑖𝑖
 (40) 
Sujeito a 
𝑢𝑢𝑖𝑖
∗ ≥ 𝑢𝑢𝑖𝑖     ∀𝑖𝑖 ∈ 𝑁𝑁 (41) 
∑𝑢𝑢𝑖𝑖
∗ ≥ 𝑖𝑖(𝑠𝑠)    ∀𝑆𝑆 ∈ 𝑆𝑆, 𝑆𝑆 ⊆ 𝑁𝑁 (42) 
∑𝑢𝑢𝑖𝑖
∗ ≥ 𝑖𝑖(𝑁𝑁) (43) 
Caso exista uma solução para a Equação (40) ela será tratada como um equilíbrio, uma 
solução. Interpreta-se essa solução como a maximização do ganho em relação ao desempenho 
individual. 
3.5. Aplicação no modelo proposto 
No caso tratado neste trabalho os jogadores considerados serão o operador da UHE 
objetivando a geração de energia elétrica e operador da hidrovia com objetivo de atender à 
navegação fluvial para transporte de cargas. A operação da bacia hidrográfica pode seguir 
políticas que beneficie cada um do jogadores, entretanto o objetivo do trabalho é tido como 
uma regulamentação que propicie ganho a ambos jogadores. 
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A análise conjunta cooperativa de cada fim deve ser realizada de modo que as 
grandezas geradas para ambos os usos possam ser comparáveis. A equação utilizada, 
contemplando os dois objetivos, permitirá a elaboração de uma única função multiobjetivo 
que considere ambos os usos.  
O consumo de energia elétrica na bacia (curva temporal de consumo) é aproximado 
por uma curva de demanda. O atendimento a esta demanda (diferença entre a demanda e a 
geração) é o parâmetro utilizado na função objetivo. 
Em uma hipótese favorável, o objetivo é a utilização da hidrovia com calado máximo 
(3,0 m) ao longo de todo o horizonte de planejamento, a parametrização utilizada traduz o 
calado em uma variável de atendimento à navegação (0 a 100%). 
Deste modo será utilizado uma função que contemple dois objetivos, a partir do 
apresentado pode-se estabelecer: 
max( (�(𝑥𝑥1,𝑡𝑡 − 𝑑𝑑1,𝑡𝑡)) ∗𝑛𝑛
𝑡𝑡=1
(�(𝑥𝑥2𝑡𝑡 − 𝑑𝑑2,𝑡𝑡))𝑛𝑛
𝑡𝑡=1
 (44) 
 
Sujeito a 
�𝑥𝑥𝑖𝑖,𝑛𝑛𝑇𝑇
𝑡𝑡=1
≥�𝑑𝑑𝑖𝑖,𝑛𝑛𝑇𝑇
𝑡𝑡=1
     ∀𝑑𝑑 ∈ 𝑇𝑇       ∀𝑖𝑖 ∈ 𝑁𝑁     (45) 
�𝑥𝑥𝑖𝑖,𝑛𝑛𝑇𝑇
𝑡𝑡=1
≥ 𝑖𝑖(𝑠𝑠)    ∀𝑆𝑆 ∈ 𝑆𝑆, 𝑆𝑆 ⊆ 𝑁𝑁 (46) 
�𝑥𝑥𝑖𝑖,𝑛𝑛𝑇𝑇
𝑡𝑡=1
≥ 𝑖𝑖(𝑁𝑁) (47) 
Nas Equações (44), (45), (46) e (47) 𝑥𝑥1,𝑡𝑡 é o valor do benefício do jogador 1 
cooperando,  𝑑𝑑1,𝑡𝑡 é o benefício do jogado 1 sem cooperar, 𝑥𝑥2,𝑡𝑡 é o valor do benefício do 
jogador 2 cooperando e 𝑑𝑑2,𝑡𝑡 é o benefício do jogado 2 sem cooperar. 
Que pode ser escrito em função das variáveis do problema da seguinte forma: 
max (�(𝐺𝐺𝑒𝑒𝑖𝑖𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖𝑝𝑝𝑡𝑡 − 𝐺𝐺𝑒𝑒𝑖𝑖𝐼𝐼𝑛𝑛𝑑𝑑𝑡𝑡 ) ∗�(𝑁𝑁𝑎𝑎𝑖𝑖𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖𝑝𝑝𝑖𝑖 − 𝑁𝑁𝑎𝑎𝑖𝑖𝐼𝐼𝑛𝑛𝑑𝑑𝑡𝑡) 𝑇𝑇
𝑡𝑡=1
) 𝑇𝑇
𝑡𝑡=1
 (48) 
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Na equação (48) e em todo a sequência tem-se: 
𝐺𝐺𝑒𝑒𝑖𝑖𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖𝑝𝑝: Atendimento à geração de energia elétrica quando da cooperação; 
𝐺𝐺𝑒𝑒𝑖𝑖𝐼𝐼𝑛𝑛𝑑𝑑: Atendimento à geração de energia elétrica quando o jogador age 
individualmente. 
𝑁𝑁𝑎𝑎𝑖𝑖𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖𝑝𝑝: Atendimento à navegação fluvial quando da cooperação 
𝑁𝑁𝑎𝑎𝑖𝑖𝐼𝐼𝑛𝑛𝑑𝑑: Atendimento à navegação fluvial quando o jogador age individualmente. 
e 
min (�(−𝐺𝐺𝑒𝑒𝑖𝑖𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖𝑝𝑝𝑡𝑡 + 𝐺𝐺𝑒𝑒𝑖𝑖𝐼𝐼𝑛𝑛𝑑𝑑𝑡𝑡 ) ∗�(−𝑁𝑁𝑎𝑎𝑖𝑖𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖𝑝𝑝𝑖𝑖 + 𝑁𝑁𝑎𝑎𝑖𝑖𝐼𝐼𝑛𝑛𝑑𝑑𝑡𝑡) 𝑇𝑇
𝑡𝑡=1
) 𝑇𝑇
𝑡𝑡=1
 (49) 
min (�(𝐺𝐺𝑒𝑒𝑖𝑖𝐼𝐼𝑛𝑛𝑑𝑑𝑡𝑡 − 𝐺𝐺𝑒𝑒𝑖𝑖𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖𝑝𝑝𝑡𝑡 ) ∗�(𝑁𝑁𝑎𝑎𝑖𝑖𝐼𝐼𝑛𝑛𝑑𝑑𝑡𝑡 − 𝑁𝑁𝑎𝑎𝑖𝑖𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖𝑝𝑝𝑖𝑖) 𝑇𝑇
𝑡𝑡=1
) 𝑇𝑇
𝑡𝑡=1
 (50) 
 
Restrições: 
Na forma original as restrições são: 
�𝐺𝐺𝑒𝑒𝑖𝑖𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖𝑝𝑝𝑡𝑡
𝑇𝑇
𝑡𝑡=1
≥�𝐺𝐺𝑒𝑒𝑖𝑖𝐼𝐼𝑛𝑛𝑑𝑑𝑡𝑡
𝑇𝑇
𝑡𝑡=1
     ∀𝑑𝑑 ∈ 𝑇𝑇     (51) 
�𝑁𝑁𝑎𝑎𝑖𝑖𝐼𝐼𝑛𝑛𝑑𝑑𝑡𝑡
𝑇𝑇
𝑡𝑡=1
≥�𝑁𝑁𝑎𝑎𝑖𝑖𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖𝑝𝑝𝑖𝑖
𝑇𝑇
𝑡𝑡=1
     ∀𝑑𝑑 ∈ 𝑇𝑇     (52) 
𝑁𝑁𝑎𝑎𝑖𝑖𝐼𝐼𝑛𝑛𝑑𝑑𝑡𝑡 > 0     (53) 
𝐺𝐺𝑒𝑒𝑖𝑖𝐼𝐼𝑛𝑛𝑑𝑑𝑡𝑡 > 0 (54) 
𝑁𝑁𝑎𝑎𝑖𝑖𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖𝑝𝑝𝑖𝑖 > 0 (55) 
𝐺𝐺𝑒𝑒𝑖𝑖𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖𝑝𝑝𝑡𝑡 > 0 (56) 
Para o problema de geração de energia elétrica as restrições que consideram que a 
soma do conjunto de gerações cooperadas devem ser superiores a gerações individuais 
representa que o balanço final de T meses deve apresentar um saldo positivo. Essa 
interpretação pode significar uma variação sobre a demanda de energia. 
Para resolver essa instabilidade propõem-se duas abordagens: 
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1- Restrição de melhoria mensal 
𝐺𝐺𝑒𝑒𝑖𝑖𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖𝑝𝑝𝑡𝑡 ≥ 𝐺𝐺𝑒𝑒𝑖𝑖𝐼𝐼𝑛𝑛𝑑𝑑𝑡𝑡     ∀𝑑𝑑 ∈ 𝑇𝑇     (57) 
𝑁𝑁𝑎𝑎𝑖𝑖𝐼𝐼𝑛𝑛𝑑𝑑𝑡𝑡 ≥ 𝑁𝑁𝑎𝑎𝑖𝑖𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖𝑝𝑝𝑖𝑖    ∀𝑑𝑑 ∈ 𝑇𝑇     (58) 
𝑁𝑁𝑎𝑎𝑖𝑖𝐼𝐼𝑛𝑛𝑑𝑑𝑡𝑡 > 0     (59) 
𝐺𝐺𝑒𝑒𝑖𝑖𝐼𝐼𝑛𝑛𝑑𝑑𝑡𝑡 > 0 (60) 
𝑁𝑁𝑎𝑎𝑖𝑖𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖𝑝𝑝𝑖𝑖 > 0 (61) 
𝐺𝐺𝑒𝑒𝑖𝑖𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖𝑝𝑝𝑡𝑡 > 0 (62) 
 
A utilização da restrição mensal possibilita que não exista uma variação negativa em 
cada mês, porém pode representar uma diminuição na superfície de otimização, restrição do 
espaço de busca, inclusive possibilitar a infactibilidades do problema. 
2- Restrição total e restrição mensal com fator de relaxamento 
�𝐺𝐺𝑒𝑒𝑖𝑖𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖𝑝𝑝𝑡𝑡
𝑇𝑇
𝑡𝑡=1
≥�𝐺𝐺𝑒𝑒𝑖𝑖𝐼𝐼𝑛𝑛𝑑𝑑𝑡𝑡
𝑇𝑇
𝑡𝑡=1
     ∀𝑑𝑑 ∈ 𝑇𝑇     (63) 
�𝑁𝑁𝑎𝑎𝑖𝑖𝐼𝐼𝑛𝑛𝑑𝑑𝑡𝑡
𝑇𝑇
𝑡𝑡=1
≥�𝑁𝑁𝑎𝑎𝑖𝑖𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖𝑝𝑝𝑖𝑖
𝑇𝑇
𝑡𝑡=1
     ∀𝑑𝑑 ∈ 𝑇𝑇     (64) 
𝐺𝐺𝑒𝑒𝑖𝑖𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖𝑝𝑝𝑡𝑡 ≥ 𝜉𝜉1 ∗ 𝐺𝐺𝑒𝑒𝑖𝑖𝐼𝐼𝑛𝑛𝑑𝑑𝑡𝑡     ∀𝑑𝑑 ∈ 𝑇𝑇     (65) 
𝑁𝑁𝑎𝑎𝑖𝑖𝐼𝐼𝑛𝑛𝑑𝑑𝑡𝑡 ≥ 𝜉𝜉2 ∗ 𝑁𝑁𝑎𝑎𝑖𝑖𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖𝑝𝑝𝑖𝑖    ∀𝑑𝑑 ∈ 𝑇𝑇     (66) 
𝑁𝑁𝑎𝑎𝑖𝑖𝐼𝐼𝑛𝑛𝑑𝑑𝑡𝑡 > 0     (67) 
𝐺𝐺𝑒𝑒𝑖𝑖𝐼𝐼𝑛𝑛𝑑𝑑𝑡𝑡 > 0 (68) 
𝑁𝑁𝑎𝑎𝑖𝑖𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖𝑝𝑝𝑖𝑖 > 0 (69) 
𝐺𝐺𝑒𝑒𝑖𝑖𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖𝑝𝑝𝑡𝑡 > 0 (70) 
Essa abordagem permite uma flexibilidade (definida) que pode permitir ao modelo 
realizar uma diminuição em um dado mês em virtude de encontrar uma solução superior em 
meses anteriores ou posteriores, sempre restringindo uma solução superior que a individual o 
período como um todo. 
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A fator que relaxa as restrições foi definido em três valores para ser estudado 1%, 3% 
e 5%. Esses limites foram definidos para permitir a flexibilização porém sem criar uma 
grande alternância (superior à 5%) nos objetivos.  
Destaca-se que para o processo ocorrer é sempre necessário o conhecimento do 
resultado que seria obtido quando os agentes agem individualmente. Para que seja válida esta 
função não é possível admitir que nenhum dos dois jogadores tenha controle absoluto da 
operação. Pois caso esta fosse a situação seria impossível haver uma solução cooperada 
superior à solução individual pois, todos os recursos, estariam com um único jogador. A 
hipótese adotada é que ambos os jogadores quando agindo individualmente tenham soluções 
que atendem parcialmente a ambos. No processo de otimização é necessário que o resultado 
da operação individual preexista para o processamento cooperado, desta forma em uma etapa 
inicial é realizado um processamento que busca atender a demanda energética e a demanda 
hidroviária por uma soma simples. 
 Função objetivo utilizada após as alterações nas restrições, pois ambas as parcelas 
contidas nas somatórias são menores ou igual a zero: 
min (�(𝐺𝐺𝑒𝑒𝑖𝑖𝐼𝐼𝑛𝑛𝑑𝑑𝑡𝑡 − 𝐺𝐺𝑒𝑒𝑖𝑖𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖𝑝𝑝𝑡𝑡 ) ∗�(𝑁𝑁𝑎𝑎𝑖𝑖𝐼𝐼𝑛𝑛𝑑𝑑𝑡𝑡 − 𝑁𝑁𝑎𝑎𝑖𝑖𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖𝑝𝑝𝑖𝑖) 𝑇𝑇
𝑡𝑡=1
) 𝑇𝑇
𝑡𝑡=1
 (71) 
A utilização da TJ como função objetivo apresenta-se como uma técnica que incorpora 
a navegação e a geração de energia elétrica no processo de otimização possibilitando uma 
análise conjunta, ou o compartilhamento da operação de modo a atender as duas atividades 
com máxima eficiência. 
 
O processamento do modelo consiste na combinação de mais de um software e de 
subprocessos com avaliações de factibilidade e de coerência nos dados de entrada, a 
sequência final de um processo é descrito no fluxograma da Figura 16 
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Figura 16 - Fluxograma de processamento 
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O controle do modelo e das diversas etapas de processamento foi realizado através de 
um painel de controle desenvolvido para este trabalho, na Figura 17 é apresentado um recorte 
deste painel. 
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Figura 17 - Painel de operação do modelo 
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4. Estudo de caso realizado. 
O modelo proposto apresentara a formulação do conflito no uso múltiplo da água com 
duas propostas distintas, uma por teoria dos jogos e outra pelo método dos pesos. A aplicação 
em um estudo de caso permitirá a análise dos resultados avaliando não só o valor matemático 
das variáveis e sim o significado físico e econômico das respostas obtidas. Com isso a 
utilização de uma bacia hidrográfica com grande disponibilidade de dados e conhecimento da 
operação permite uma análise fundamentada dos resultados. 
Foi então estabelecido que o modelo em desenvolvimento seria aplicado na Bacia do 
Rio Tietê. 
4.1. Caracterização da Bacia do Tietê. 
O projeto de pesquisa aqui apresentado é voltado para a Bacia do Rio Tietê, 
considerando dados reais obtidos junto com as empresas proprietárias das usinas 
hidroelétricas instaladas, o ONS e demais órgãos regulamentadores. 
O esquema hidráulico que contempla toda a bacia do Rio Tetê pode ser observado na 
Figura 18 , onde se representam os diferentes tipos de usina, bem como o trecho em que está 
inserida. A composição que está a montante da UHE Barra Bonita não está inclusa no modelo 
proposto, porém a vazão é obtida com a operação dos reservatórios de montante. 
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Figura 18 -- Topologia da Bacia do Rio Tietê 
Barra Bonita
Nova Avanhandava
Promissão
Ibitinga
Bariri
Alto Tietê
Sistema 
Equivalente 
(Cantareira) B
Guarapiranga
Rio Tietê
Rio Piracicaba
Rio Atibaia
Rio Jacareí
Rio Tietê
Billings
Segue para Ilha Solteria
Cana P. Barreto
Reservatório equivalente 
de Jusante
Bomb.
reversão
Santa Inês
Edgard de Souza
Segue para 
Henry Borden
Rio Paraná
B
Legenda
Fluxo
Estação de 
Recalque
Reservatório
Fio d’água
 
 
Foram adotadas simplificações das condições de contorno da bacia, a operação dos 
reservatórios à montante da UHE Barra Bonita foi simplificado por uma série de vazões 
operadas (DEANTONI e FRANCATO, 2017b), a situação de jusante da UHE Nova 
Avanhandava foi simplificada por um reservatório equivalente de nível conhecido. 
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4.2. Análises realizadas 
Para avaliação e verificação do objetivo proposto, são apresentados individualmente 
os resultados obtidos com cada uma das duas funções objetivos consideradas, uma com o 
método dos pesos e outra utilizando os conceitos da TJ. 
Devido às peculiaridades, cada uma das funções objetivos conta com restrições 
específicas, quando comparados entre si, isso para viabilizar o processamento, sempre 
atendendo rigorosamente ao proposto na metodologia. 
A primeira etapa dos resultados (5.1) apresentados é referente a melhor função para 
consideração da hidrovia na função objetivo, conforme discutido no Tópico (3.2.1). 
Após a definição da metodologia de compor a hidrovia na F.O. é apresentado no 
Tópico (5.2) os resultados referentes ao processamento com o método dos pesos. 
No Tópico (5.3) é apresentado o resultado do processamento contemplando uma 
função objetivo embasada na TJ. 
No Tópico (5.4) é feita uma consideração sobre as duas técnicas e uma comparação 
dos resultados obtidos. 
Ambos os processamentos realizados utilizaram parâmetros iniciais idênticos, 
divididos em 3 partes, chamados Estudos. Deste modo cada um dos três estudos foi realizado 
para o método dos pesos e TJ. 
Foram realizados 3 estudos considerando a função objetivo contemplando a teoria dos 
jogos, em todos eles o horizonte de planejamento considerado foi de 24 meses, para permitir 
que as condições de início e fim não sejam impactantes no resultado e um horizonte que 
permita flexibilidade ao modelo. 
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Tabela 5 - Estudos realizados 
Estudo  Horizonte Armazenamento 
Inicial 
Armazenamento 
final 
Série 
Utilizada 
Mês 
início 
Demanda 
Energética 
1 24 50% 50% MLT Outubro 56% 
2 24 50% 50% Percentil 10% Outubro 36% 
3 24 50% 30% 
Dados de 
2013 a 
2015 
Outubro 32% 
 
Para que seja possível a utilização da metodologia que se baseia no método de 
Harsanyi em cada estudo ele se baseará em 2 processos: Processamento considerando apenas 
um dos jogadores (otimização da geração ou navegação) e depois esse resultado obtido é 
inserido no modelo considerando ambos os objetivos e tentando maximizar a diferença entre o 
atual e o gerado anteriormente. 
Esses resultados são apresentados em gráficos e tabelas no capítulo resultados. 
Adicionalmente foi realizado um estudo com restrições de navegação (método dos 
pesos) 
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5.  Resultados e Discussão 
A avaliação de navegabilidade e a geração de energia na bacia hidrográfica dependem 
do cenário hidrológico disponível, sendo que a regra de operação varia em função dos 
períodos do ano:  secos, medianos e úmidos. 
Para a Bacia do Rio Tietê dispõe-se de um histórico de vazões desde o ano de 1931, na 
Figura 19 pode-se observar o comportamento das vazões em cada um das usinas da bacia do 
rio Tietê no período de 2000 a 2016. 
Figura 19 - Histórico de vazões de 15 anos 
  
 
O Regime de vazões na bacia (medidos a montante das usinas) apresenta um  ciclo 
bem definido entre período úmido (outubro a março) e período seco (abril a setembro). No 
período destacado o ano de 2009/2010 é o que apresenta um maior índice de vazões, 
caracterizando um ano úmido, com vazões em N. Avanhandava de 2600 m³/s na Figura 19 
também é possível identificar que os anos de 2014 e 2015 foram atípicos com vazões abaixo 
das médias de  todo o período, esse  período foi selecionado para um dos estudos realizados, 
justamente por essa peculiaridade. 
No período de 2012 até 2014 a hidrovia Tietê foi interrompida, somente o transporte 
de pequenas embarcações e turístico com possibilidade de operação. 
 Apresentam-se nas Figuras 20 e 21 o armazenamento nos dois reservatórios da 
cascata (Barra Bonita e Promissão) para o período de 2000 até 2016. 
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Figura 20 - Armazenamento entre os anos de 2000 a 2015 para UHE B. Bonita 
 
Figura 21 - Armazenamento entre os anos de 2000 a 2015 para UHE Promissão 
 
 
As outras três UHE´s instaladas no rio Tietê são do tipo fio d´água, portanto não 
apresentam armazenamento significativo e controlado. 
O controle do armazenamento nos reservatórios é a principal variável para controle do 
sistema, já que é através da operação desses reservatórios que se pode controlar o desnível 
geométrico, para geração de energia elétrica, e a vazão na cascata que além da geração é a 
variável que exerce controle sobre o atendimento a navegação. 
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A possibilidade de transporte com calado máximo ocorre quando a via navegável 
apresenta nível d’água suficiente para que a embarcação seja carregada com capacidade total. 
A Figura 22 apresenta o esquema de navegação, e os pontos onde existe interferência entre 
embarcação e leito. 
A navegação depende fundamentalmente do nível de água, sendo que existem quatro 
possibilidades para definição do nível. Existe a situação em que o armazenamento define a 
cota do nível d’água, existe a situação onde a vazão define a cota, existe o caso onde a vazão e 
o armazenamento definem a cota e por último o caso onde a cota pode ser definida pelo 
remanso do reservatório imediatamente a jusante. Na Figura 22 é possível observar as 
situações descritas. 
Figura 22 - Pontos críticos de navegação. 
(a) (b)
(c)
(a) – Calado depende da vazão do rio ou do remanso do reservatório
(b) – Calado depende do armazenamento no reservatório
(c) – Calado depende da vazão no rio
(d) – Calado depente do remanso de jusante
(d)
Curva de Remanso
 
A apresentação de resultados se dá em quatro subcapítulos: 
O Tópico 5.1 apresenta uma análise da composição da função de atendimento utilizada 
para a hidrovia, em 5.2 apresenta-se a Análise Multiobjetivo, definições abordagens e 
resultados utilizando o método dos pesos, em 5.3 a os resultados analisados utilizando a 
Teoria dos Jogos e em 5.4 é realizada uma análise conjunta das duas técnicas empregadas. 
5.1. Avaliação da composição dos trechos da hidrovia 
 O Processamento do modelo apresenta resultados para a operação dos reservatórios, 
nota-se nos diversos processamentos realizados que a variável de decisão sobre o 
armazenamento é a responsável pelos possíveis ganhos de energia na bacia hidrográfica. Para 
compor a função objetivo a hidrovia é considerada como um trecho único, porém é composta 
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de 4 trechos (no estudo realizado), para avaliar a composição (simplificação) dos quatro 
trechos em um único foram avaliadas duas possibilidades: 
• Possibilidade 1: Média aritmética dos fatores. 
• Possibilidade 2: Utilizado menor valor entre os 4 trechos. 
Na Tabela 6 apresentam-se os resultados parciais para as duas possibilidades 
consideradas estudadas nos três cenários considerados. 
Tabela 6 - Resultados para as duas funções de calado 
Cenário 1 2 3 
Atendimento à navegação 
Média Aritmética 
(1) 
100% 88,8% 37,4% 
Tempo de Processamento 12.1s 12.0s 14s 
Atendimento à navegação 
Menor valor 
(2) 
100% 88,8% 37,4% 
Tempo de Processamento 16.1s 17.9s 75s 
O tempo de processamento apresentado ocorreu em um computador com processador intel i7 
4200Ghz, 16GBRM, sem nenhum outro processo significativo em paralelo. 
A partir dos resultados com três cenários distintos, foi possível notar que a utilização 
de ambas as metodologias apresentava resultados equivalentes, entretanto a média aritmética 
mostrou factibilidade em todos os casos e um menor tempo de processamento, assim esta 
constatação serviu para definir o método de cálculo da composição hidroviária nos estudos 
seguintes. 
5.2. Resultados com função multiobjetivo e método dos pesos 
Apresentam-se os estudos realizados para avaliação do impacto na hidrovia e na 
geração por meio da aplicação do método dos pesos, que será contrastado com a TJ no Tópico 
4.4. 
Conforme apresentado no tópico 3.7. três diferentes estudos foram realizados em cada 
um dos métodos, apresenta-se em sequência os resultados e a discussão para cada um dos três 
estudos utilizando o método dos pesos. 
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Estudo 1: 
Realizado com o cenário de vazões obtido pelas médias históricas entre 1931 e 2016. 
O armazenamento inicial dos reservatórios igual a 50% e restrição de armazenamento final 
mínimo igual a 50%. O horizonte de planejamento foi de 24 meses com início do 
processamento no mês de outubro. A curva da demanda sazonalizada foi de 56% da máxima 
produção possível na cascata. 
Para este estudo os pesos de cada componente da função objetivo foram combinados 
conforme a Tabela 7 e na Figura 23. 
Tabela 7 - Resultados para o Estudo com método dos pesos 
𝑤𝑤1 0 1 5 9 10 
𝑤𝑤2 10 9 5 1 0 
Geração média (MWmed) 567.9 524.0 512.7 485.70 401.20 
Desvio Médio geração (MWmed) 2.70 10.14 15.01 16.50 48.15 
Calado mínimo (m) 2.73 2.76 2.82 2.97 2.970 
Calado médio (m) 2.94 2.97 2.97 3.00 3.00 
Desvio médio calado(m) 0.40 0.50 0.35 0.16 0.10 
 
Figura 23 - Resultados para o Estudo 1 com método dos pesos 
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Para os cenários de afluências médias nota-se que a navegação apresenta um índice de 
disponibilidade grande, em todas os processamentos ficou acima de 2,94 m, no mês mais 
restrito o calado mínimo é igual a 2,73 m que representa 91% no máximo. Quando a 
preferência (maior peso) foi dada a hidrovia, o calado disponível foi de 100%, ou seja calado 
máximo possível durante todo o período. 
Ao avaliar a Tabela 7 uma análise em relação ao calado na geração de energia, nota-se 
que a geração, quando a navegação não é utilizada na função objetivo, apresenta valores de 
567,9 MWmed e que para este valor a navegação mínima é de 91%. 
Estudo 2: 
Realizado com o cenário de vazões obtido com o percentis correspondente a 10% dos 
cenários mais secos do histórico entre 1931 e 2015, representando assim um cenário seco, 
com o armazenamento inicial dos reservatórios igual a 50% e restrição de armazenamento 
final mínimo igual a 50% da capacidade, horizonte de planejamento de 24 meses com início 
do processamento no mês de outubro. A curva de referência de demanda sazonalizada é igual 
a 36% da capacidade máxima de produção.  
Na Tabela 8 e na Figura 24 são apresentados os resultados do segundo estudo. 
 
Tabela 8 - Resultados para o estudo 2 com método dos pesos 
𝑤𝑤1 0 1 5 9 10 
𝑤𝑤2 10 9 5 1 0 
Geração média (MWmed) 334.5 292.3 285.3 288.1 268.0 
Desvio Médio geração (MWmed) 2.94 12.8 15 17.58 35 
Calado Disponível mínimo (m) 50 50 71 71 93 
Calado Disponível médio (m) 83 85 90 92 94 
Demanda Energia 34% 34 34 34 34 
Calado mínimo (m) 1.5 1.5 2.13 2.13 2.79 
Calado médio (m) 2.49 2.55 2.7 2.76 2.82 
Desvio médio calado (m) 0.6 0.5 0.24 0.22 0.1 
 
85 
 
 
 
Os resultados também são apresentados na forma gráfica, possibilitando uma 
avaliação da evolução de cada objetivo em relação aos pesos utilizados. 
Figura 24- Resultados para o estudo 2 com método dos pesos 
 
Para este estudo nota-se que quando a navegação não é contemplada na função 
objetivo o calado mínimo em um mês do planejamento é de 50% do máximo. Entretanto 
quando ambas as componentes entram na função objetivo com o mesmo peso é possível 
obter-se um calado mínimo de 2,15 (72%) e um calado médio de 2,7 m (90%). 
Estudo 3: 
Foi avaliado o período mais crítico do histórico, com os dados de vazão referentes ao 
período de Outubro de 2013 até Setembro de 2015. O armazenamento inicial dos 
reservatórios de 50% e restrição de armazenamento final mínimo igual a 30% (para viabilizar 
o modelo, pois restrições de vazão ecológica tornam infactível o armazenamento final de 
50%, como nos outros estudos de caso). O horizonte de planejamento foi de 24 meses com 
início do processamento no mês de outubro. A curva de referência de demanda sazonalizada é 
igual a 30% da capacidade máxima de produção.  
Na Tabela 9 e na Figura 25 são apresentados os resultados. 
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Tabela 9 - Resultados para o estudo 3 com método dos pesos 
𝑤𝑤1 0 1 5 9 10 
𝑤𝑤2 10 9 5 1 0 
Geração média (MWmed) 316.9 315.0 307.9 260.2 231.2 
Desvio Médio geração (MWmed) 0.4 0.6 1 14.67 26 
Calado Disponível mínimo (m) 60 82 82 82 82 
Calado Disponível médio (m) 74 82 82 83 83 
Demanda Energia 32% 32 32 32 32 
Calado mínimo (m) 1.8 2.46 2.46 2.46 2.46 
Calado médio (m) 2.22 2.46 2.46 2.49 2.49 
Desvio médio calado (m) 0.78 0.5 0.5 0.31 0.36 
 
Os resultados também são apresentados na forma gráfica, possibilitando uma 
avaliação da evolução de cada objetivo em relação aos pesos utilizados. 
Figura 25 - Resultados para o estudo 3 com método dos pesos 
 
 
Ainda utilizando o método dos pesos foi realizada uma avaliação denominada estudo 
4, para avaliação do impacto na geração quando o calado é imposto como restrição. 
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Estudo 4 
Estudo adicional porém possibilitado pela situação onde a navegação é tida como 
restrição ao invés de fazer parte da função objetivo, simulando uma situação onde a cascata 
teria a operação energética em segunda plano após atender à navegação; 
 Considerando uma restrição de 90% de calado obrigatório na hidrovia. Na Tabela 10 
são apresentados os resultados obtidos. 
Tabela 10 – Resultados para o Estudo 4 
Cenário Redução (MWmed) 
MLT 567,3 até 564,2 
10% 334,0 até 296,1 
Maior Seca Infactível 
Nota-se que a porcentagem de perda energética no caso de modelagem com hidrovia 
por restrição impacta a geração em 0,5% no cenário MLT e em 11,3% no caso de utilizar um 
cenário com percentil 10% (seco). Já para o caso de seca histórica, manter a hidrovia em 90%, 
todo o tempo é infactível, como ocorrido no ano de 2015, devido às baixas afluências, não há 
volume suficiente de água independente operação realizada. 
Neste caso o resultado apresentado, com valor de 78% de atendimento já se mostrou 
factível, com calados apresentados na Figura 26. 
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Figura 26 - Resultados para o estudo 4 com método dos pesos (calado 78%) 
 
 
Os diferentes trechos da hidrovia têm comportamento distintos, como o único objetivo 
neste caso é a geração de energia o calado é uma restrição. Neste estudo pode-se identificar 
que em apenas dois meses houve uma variação que deixou a navegação no limite 
estabelecido, correspondente ao sétimo e oitavo mês após o início do processamento, 
correspondendo aos meses de maio e junho. No segundo ano de planejamento com a operação 
do reservatório foi possível manter a navegação sem o limite estabelecido. 
5.3. Resultados Teoria dos jogos 
Utilizando o procedimento apresentado na metodologia foi elaborado um modelo de 
otimização com uma função objetivo que atendesse a Teoria dos Jogos cooperativas. 
A função objetivo definida na Equação (71) foi implementada, e para possibilitar sua 
execução é necessário o parâmetro individual que é o resultado de um processamento inicial 
considerando apenas o ganho único da geração de energia. Portanto o processamento é 
realizado em duas etapas distintas. 
Após sequencias de processamento para obtenção dos resultados que se propunha 
foram notadas que as condições de suficiência e existência poderiam ser interpretadas de duas 
maneiras distintas. 
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Na literatura analisada (MADANI 2001, 2010, 2011e 2014) são apresentados modelos 
que consideram a TJ com análise de funções objetivos apresentando o resultado total. 
Na abordagem proposta o resultado é analisado mês a mês, deste modo apresenta-se: 
Em um modelo de discretização mensal a condição de existência de uma solução 
cooperada pode ser analisada para cada mês ou para o período total, deste modo temos: 
Restrição na forma total: 
(�(𝐺𝐺𝑒𝑒𝑖𝑖𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖𝑝𝑝𝑖𝑖 − 𝐺𝐺𝑒𝑒𝑖𝑖𝐼𝐼𝑛𝑛𝑑𝑑𝑖𝑖) ≤ 𝟎𝟎𝒏𝒏
𝒊𝒊
 (72) 
Restrição na forma mensal: 
𝐺𝐺𝑒𝑒𝑖𝑖𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖𝑝𝑝𝑖𝑖 − 𝐺𝐺𝑒𝑒𝑖𝑖𝐼𝐼𝑛𝑛𝑑𝑑𝑖𝑖 ≤ 𝟎𝟎 (73) 
Para aplicação do modelo apresentado o resultado da estratégia cooperada depende da 
melhoria no resultado quando não há cooperação entre as partes (operação individual). Deste 
modo para cada processamento avaliando o resultado cooperativo é previamente processado 
um modelo com os mesmos parâmetros, porém com uma única função objetivo que terá seu 
resultado utilizado na função cooperada. 
O Processamento individual, como consiste em uma única função objetivo, pode ser 
entendido como a melhor solução, para isso o processamento que gera os resultados 
individuais tenta atender a demanda meta proposta e a navegação com nível de 75% (em uma 
função simples de soma dos termos), este processamento não gera resultado, porém é 
necessário para que a função cooperada tente maximizar a diferença entre o resultado 
cooperado e o resultado individual. 
  
90 
 
 
 
5.3.1. Resultados obtidos 
Estudo 1. 
Realizado com armazenamento no início do horizonte de 50% e ao fim do horizonte 
com 50%, série de vazões com as médias históricas entre 1931 e 2016. A demanda meta foi 
considerada como 56% da capacidade da cascata. 
São apresentados sete diferentes casos, onde foram alteradas as possibilidades de 
cooperação, restrições mensais ou totais (horizonte) e também a inclusão das variáveis de 
folga com diferentes limites. 
Na Tabela 11 são apresentados os resultados obtidos para o estudo 1 com os 7 casos 
analisados. 
Tabela 11 - Resultados para o Estudo 1 com a TJ 
Caso 
  Parâmetros   Resultados 
  Coop.   Restr.   Folga (%)     
Ger 
(Mwmed)   
D.P. 
(Mwmed)   
Ger 
(%)   
Nav 
(%) 
D.P. 
(%) 
1   Não   Não   Não     544.8   14.1   98.3   93.8 2.46 
2   Sim   Não   Não     563.2   183.0   100.0   96.0 1.05 
3   Sim   G    Não     544.8   14.1   98.6   94.9 1.93 
4   Sim   G +N   Não     544.8   14.1   98.5   94.3 2.29 
5   Sim   G +N   -1< ζ <3     546.4   14.9   98.6   95.6 1.17 
6 
 
Sim 
 
G +N 
 
-1< ζ <5 
  
546.4   16.0   98.6   95.5 1.13 
7   Sim   G +N   -3< ζ <3     549.7   21.5   99.2   96.0 0.72 
 
Para a definição da funcionalidade da restrição mensal ou apenas ao fim de toda a 
série o segundo caso, onde não existe restrição mensal apresenta um resultado que não 
apresenta vantagens sobre os demais casos, pois apresenta um desvio padrão muito grande, 
quando comparado aos demais, o que implica em uma descontinuidade na geração. 
Apesar de representar uma significativa melhora na geração não tem sentido prático 
para o problema em estudo onde se procura uma melhora em toda série, mas também uma 
melhora mês a mês. Ressalta-se que para outros estudos, onde apenas o resultado final (por 
exemplo em uma aplicação de lucros) essa abordagem pode ser mais interessante. Isso ocorre 
pois existe uma oscilação a cada mês em função de uma melhora final. 
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Nota-se também que a imposição de uma restrição mensal evita a oscilação em torno 
da demanda. 
Nota-se que a utilização da otimização com a teoria dos jogos apresenta uma melhoria 
nos resultados, mesmo em casos onde não são inseridas as variáveis de folga (caso 3 e 4) a 
geração de energia elétrica não é alterada, já estava em um ponto de ótimo, possivelmente 
local, conforme já abordado em (DEANTONI, 2013), porém o atendimento à hidrovia ocorre 
em nível superior. 
A atribuição da variável de folga permite resultados mais satisfatório com pequenas 
oscilações em alguns meses, o aumento no desvio padrão é justificado com ganhos na geração 
e no atendimento à hidrovia. 
Estudo 2. 
Realizado com armazenamento no início do horizonte de 50% e ao fim do horizonte 
com 50%, série de vazões com uma série estatística dos cenários com percentil 10% das séries 
mais secas. A demanda meta foi considerada como 38% da capacidade da cascata. 
Semelhante ao estudo 1 foram realizados 7 casos para avaliação do resultado final 
diante das possibilidades consideradas. 
Na Tabela 12 são apresentados os resultados obtidos para o estudo 1 com os 7 casos 
analisados. 
Tabela 12 - Resultados para o Estudo 2 com a TJ 
E
studo 
  Parâmetros   Resultados 
  Coop.   Restr.   Folga (%)     
Ger 
(Mwmed)   D.P.   
Ger 
(%)   
Nav 
(%) 
D.P. 
(%) 
1   Não   Não   Não     348.8   4.0   100.0   90.6 3.74 
2   Sim   Não   Não     358.9   125.2   100.0   90.5 4.79 
3   Sim   G    Não     348.8   14.1   100.0   90.7 3.36 
4   Sim   G +N   Não     348.8   14.1   100.0   91.5 3.05 
5   Sim   G +N   -1< ζ <3     352.3   4.0   101.0   92.3 2.01 
6 
 
Sim 
 
G +N 
 
-1< ζ <5 
  
352.3   4.0   101.0   92.3 2.01 
7   Sim   G +N   -3< ζ <3     359.0   4.0   102.9   92.2 2.44 
 
No estudo 2 onde a série hidrológica é mais seca, não houve nenhuma melhoria no 
modelo na utilização da TJ nos casos: 2, 3 e 4. O atendimento a demanda energética foi o 
mesmo, novamente avalia-se que esse seja um ponto de ótimo, já com a inserção da variável 
de folga existe um aumento na geração de energia elétrica e no atendimento à navegação. 
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Estudo 3. 
Realizado com armazenamento no início do horizonte de 50% e ao fim do horizonte 
com 30%, série de vazões com os valores reais compreendidos entre outubro de 2013 e 
setembro de 2015, de modo a verificar a série no intervalo mais crítico do horizonte. A 
demanda meta foi considerada como 33% da capacidade da cascata. 
Semelhante ao estudo 1 foram realizados 7 casos para avaliação do resultado final 
diante das possibilidades consideradas. 
Na Tabela 13 são apresentados os resultados obtidos para o estudo 1 com os 7 casos 
analisados. 
Tabela 13 – Resultados para o Estudo 3 com a TJ 
Caso 
  Parâmetros   Resultados 
  Coop.   Restr.   Folga (%)     
Ger 
(Mwmed)   D.P.   
Ger 
(%)   
Nav 
(%) 
D.P. 
(%) 
1   Não   Não   Não     315.4   3.3   93.1   85.8 6.46 
2   Sim   Não   Não     322.5   249.6   95.6   89.7 3.86 
3   Sim   G    Não     315.3   14.1   93.1   85.8 6.33 
4   Sim   G +N   Não     315.3   14.1   93.1   85.8 6.32 
5   Sim   G +N   -1< ζ <3     315.4   6.3   93.1   86.1 6.13 
6 
 
Sim 
 
G +N 
 
-1< ζ <5 
  
315.4   6.8   93.1   86.2 6.08 
7   Sim   G +N   -3< ζ <3     315.5   8.9   93.2   86.1 6.14 
 
No estudo 3 é novamente notado o aumento da geração e da demanda na utilização da 
TJ, sem restrição de melhoria mensal, portanto tem-se um aumento na geração total no 
horizonte de planejamento, porém esse aumento não ocorre todo mês, isso é de fácil 
visualização dado o aumento no desvio padrão. 
Com o cenário hidrológico mais crítico os níveis de geração são inferiores aos dois 
estudos anteriores. Neste estudo os casos onde a variável de folga foi utilizada não se teve 
alterações nos resultados para a geração de energia, porém houve para a hidrovia, aumento 
pouco significativo (0,4%). 
Todos os três estudos foram apresentados em forma de tabelas, para que seja possível 
a visualização completa dos resultados apresente-se os sete casos referentes ao Estudo 1 
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detalhados a seguir em gráficos e tabelas de cada um dos processamentos realizados, 
discutidos caso a caso. 
 
Detalhamento do Estudo 1 – Casos 1 a 7. 
 
Estudo onde a geração e a navegação são realizadas de forma individual, sem a 
utilização do conceito de cooperação apresentado. Na Figura 27 é apresentada a geração 
elétrica para cada um dos 24 meses do horizonte de planejamento. 
Figura 27 – Estudo 1 – Caso 1 – Geração de energia elétrica em cada UHE 
 
A geração de energia elétrica é igual a demanda nos primeiros 18 meses de horizonte e 
tem uma redução nos 6 meses finais, devido principalmente à necessidade de entrega dos 
reservatórios ao nível inicial. 
Na Figura 28 é apresentado um gráfico com os calados possíveis em cada mês para 
cada um dos trechos da hidrovia. 
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Figura 28 – Estudo 1 – Caso 1 – Atendimento à hidrovia nos trechos entre cada UHE 
 
 
A navegação apresenta uma variação entre 100% e 70%, como o estudo não é 
cooperado esses valores serão utilizados como parâmetros para os resultados da cooperação 
superarem este resultado. 
Tabela 14 – Resultados do Estudo 1 - Caso 1 
Resultados  
Geração (MWmed) 544.8 
Desvio Padrão (MWmed) 14.1 
Atendimento a Demanda 98.3% 
Calado Disponível 93.8% 
Desvio Padrão 2.5% 
 
Apresentam-se nas Figuras 29 e 30 respectivamente a geração elétrica e os calados 
possíveis para o segundo caso analisado. Como esse caso insere a restrição de existência e 
viabilidade na forma total, existe uma variabilidade em cada mês de modo a conseguir um 
ganho superior no fim do horizonte, se mostra inviável para a operação de reservatórios onde 
se tem interesse em uma geração sem grande variabilidade. 
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Figura 29 - Estudo 1 – Caso 2 – Geração de energia elétrica em cada UHE 
 
 
Figura 30 – Estudo 1 – Caso 2 – Atendimento à hidrovia nos trechos entre cada UHE 
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Tabela 15 – Resultados do Estudo 1 -Caso 2 
Resultados Obtidos no Estudo 1 - Caso 2 
Geração (MWmed) 563.2 
Desvio Padrão (MWmed) 183.0 
Atendimento a Demanda 101.8% 
Calado Disponível 96.0% 
Desvio Padrão 1.1% 
 
Apresentam-se nas Figuras 31 e 32 respectivamente a geração elétrica e os calados 
possíveis para o terceiro caso analisado.  
Neste caso as restrições de existência e viabilidade são inseridas na forma mensal para 
a geração, o comportamento desta função é próximo a demanda e apesar de apresentar um 
resultado inferior ao segundo caso apresenta maior estabilidade e coerência.  
Figura 31 - Estudo 1 – Caso 3 – Geração de energia elétrica em cada UHE 
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Figura 32 – Estudo 1 – Caso 3 – Atendimento à hidrovia nos trechos entre cada UHE 
 
 
Tabela 16 – Resultados do Estudo 1 - Caso 3 
Resultados Obtidos no Estudo 3 
Geração (MWmed) 544.8 
Desvio Padrão (MWmed) 14.1 
Atendimento a Demanda 98.6% 
Calado Disponível 94.9% 
Desvio Padrão 1.9% 
 
Apresentam-se nas Figuras 33 e 34 respectivamente a geração elétrica e os calados 
possíveis para o quarto caso analisado.  
Neste caso as restrições de existência e viabilidade são inseridas na forma mensal para 
a navegação e para a geração, comportamento da geração é novamente próximo a demanda e 
existem uma queda no desempenho total da hidrovia, devido ao fato de ter necessariamente 
que ser superior mês a mês, sem a possibilidade de compensações.  
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Figura 33 - Estudo 1 – Caso 4 – Geração de energia elétrica em cada UHE 
 
Figura 34 – Estudo 1 – Caso 4 – Atendimento à hidrovia nos trechos entre cada UHE 
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Tabela 17 – Resultados do Estudo 1 - Caso 4 
Resultados Obtidos no Estudo 4 
Geração (MWmed) 545.4 
Desvio Padrão (MWmed) 14.3 
Atendimento a Demanda 98.5% 
Calado Disponível 94.3% 
Desvio Padrão 2.3% 
 
Apresentam-se nas Figuras 35 e  36 respectivamente a geração elétrica e os calados 
possíveis para o quinto caso analisado.  
Neste caso as restrições de existência e viabilidade são inseridas na forma mensal para 
a navegação e para a geração com a inserção de uma folga entre -1% e 3% para cada objetivo 
em cada mês, comportamento da geração é novamente próximo a demanda e existe uma 
melhora tanto na hidrovia como na navegação, provenientes da compensação permitida pela 
folga inserida. 
Figura 35 - Estudo 1 – Caso 5 – Geração de energia elétrica em cada UHE 
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Figura 36 – Estudo 1 – Caso 5 – Atendimento à hidrovia nos trechos entre cada UHE 
 
 
 
Tabela 18 – Resultados do Estudo 1 - Caso 5 
Resultados Obtidos no Estudo 5 
Geração (MWmed) 546.4 
Desvio Padrão (MWmed) 14.9 
Atendimento a Demanda 98.6% 
Calado Disponível 95.6% 
Desvio Padrão 1.2% 
 
Apresentam-se nas Figuras 37 e 38 respectivamente a geração elétrica e os calados 
possíveis para o sexto caso analisado.  
Neste caso as restrições de existência e viabilidade são inseridas na forma mensal para 
a navegação e para a geração com a inserção de uma folga entre -1% e 5% para cada objetivo 
em cada mês, comportamento da geração é novamente próximo a demanda é 
significativamente semelhante ao quinto caso, mostrando que a folga negativa tem uma 
característica mais restritiva que a positiva (permite que o modelo piore o resultado em algum 
mês). 
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Figura 37 - Estudo 1 – Caso 6 – Geração de energia elétrica em cada UHE 
 
Figura 38 – Estudo 1 – Caso 6 – Atendimento à hidrovia nos trechos entre cada UHE 
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Tabela 19 – Resultados do Estudo 1 - Caso 6 
Resultados  
Geração (MWmed) 546.4 
Desvio Padrão (MWmed) 16.0 
Atendimento a Demanda 98.6% 
Calado Disponível 95.5% 
Desvio Padrão 1.1% 
 
Apresentam-se nas Figuras 39 e 40 respectivamente a geração elétrica e os calados 
possíveis para o sétimo caso analisado.  
Neste caso as restrições de existência e viabilidade são inseridas na forma mensal para 
a navegação e para a geração com a inserção de uma folga entre -3% e 3% para cada objetivo 
em cada mês. É notável que com esse grau de liberdade inserido a geração média e a 
navegação tem aumentos significativos, porém apresentam déficits (toleráveis) em alguns 
meses. 
Figura 39 - Estudo 1 – Caso 7 – Geração de energia elétrica em cada UHE 
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Figura 40 – Estudo 1 – Caso 7 – Atendimento à hidrovia nos trechos entre cada UHE 
 
 
Tabela 20 – Resultados do Estudo 1 caso 7 
Resultados  
Geração (MWmed) 549.7 
Desvio Padrão (MWmed) 21.5 
Atendimento a Demanda 99.2% 
Calado Disponível 96.0% 
Desvio Padrão 0.7% 
5.4. Análise conjunta de ambas as técnicas utilizadas 
Após o processamento dos resultados com os dois métodos é possível avaliar os 
diferentes resultados alcançados, para isso a comparação será realizada entre cada um dos três 
estudos realizados. 
Como cada método consistiu em formulações distintas e em um conjunto de 
resultados, seja por composição de pesos (método dos pesos) ou por criação de restrições e 
folgas (TJ) a comparação é possível analisando os resultados obtidos e também traçando 
gráficos de “trade off” entre as duas metodologias. 
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Estudo 1. 
Utilizando o método dos pesos obteve-se valores máximos da geração de energia 
elétrica de 567.9 MWmed, e mínimos (quando a hidrovia tem peso máximo e a geração peso 
mínimo) de 401 MWmed, com calados de 98%. Já utilizando a TJ os valores de geração 
foram de 549.7 MWmed nas séries estáveis (no caso 2 chegou a 563, porem com alto DP). Na 
Tj o valor do atendimento a hidrovia foi de 96%. 
Neste estudo destaca-se resultado superiores para o método dos pesos, porém também 
é notável que o método dos pesos apresenta uma alta variação entre as duas variáveis 
envolvidas, para um ganho de 1% na navegação de 96% para 97%, a geração passa de 567.9 
MWmed para 521 MWmed. Isso não ocorre na TJ, ambas as variáveis apresentam uma 
estabilidade superior. 
Na Figura 41 as soluções de ambas as metodologias são plotadas em um único gráfico 
em que o eixo das abcissas é a função objetivo da navegação (calado) e nas ordenadas função 
objetivo de geração de energia elétrica. 
Figura 41 - Soluções obtidas para estudo 1 
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próximos e agrupados em duas regiões distintas em relação à navegação, o método dos pesos 
possibilitou calados superiores que a TJ, porém a geração na TJ foi superior. 
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Estudo 2. 
No Estudo 2 os resultados mostram-se mais distintas entre os dois métodos, utilizando 
o método dos pesos a geração máxima foi de 334.5 MWmed com navegação a 83%, e a 
mínima de 268 MWmed quando a navegação atenderia 94%. Pelo método da TJ foi possível 
obter uma geração de 348MWmed na situação de restrição mensal e adicionando as folgas 
esse valor foi de 359 MWmed, com a vantagem de um atendimento da hidrovia superior a 
90%, porém em nenhum dos 7 casos foi possível chegar nos 94% obtidos pelo outro método. 
Devido ao cenário ser representativamente mais seco todos os estudos permitiram a 
observação que a navegação sempre foi restrita pela vazão no trecho, no estudo 2 em nenhum 
momento o nível do reservatório foi responsável pela limitação da navegação. 
Na Figura 42 é apresentado o “trade off” para o segundo estudo, nota-se que a teoria 
dos jogos apresentou valores superiores para a geração de energia elétrica, porém o método 
dos pesos consegui calado superior com geração significativamente reduzida. 
Avaliando o comportamento dos ponto nota-se que a TJ possibilitou um avanço na 
fronteira de Pareto estabelecida com o método dos pesos, porém devido as limitações da 
função objetivo (não há espaço para preferenciar um dos objetivos) não apresentou um 
conjunto de pontos que permite a criação de uma nova fronteira. 
Figura 42 - Soluções obtidas para estudo 2 
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Estudo 3. 
O terceiro estudo apresentado apresentou resultados próximos nos dois modelos, o 
método dos pesos chegou a 316.9 MWmed com atendimento à hidrovia de 60% e 231 
MWmed com atendimento à 82%. O resultado com a TJ obteve um máximo regular de 315.3 
MWmed, (desconsiderando o caso 2), porém em todos os estudos a navegação foi atendida 
com valores superiores a 85%. A adição do fator de relaxamento nesse método não permitiu 
uma melhora da solução. Isso decorre-se das limitações provenientes de um cenário muito 
seco, a possibilidade de geração superior em um mês para compensar a negativa no mês 
seguinte não foi utilizada, pois em nenhum mês houve sobreposição da curva para essa 
composição. Novamente no estudo 3 foi notado que as restrições hidroviárias são decorrentes 
das vazões na cascata e não do nível dos reservatórios. 
Na Figura 43 é apresentado o “trade off” do terceiro estudo, novamente as soluções 
obtidas com a TJ estão fora da fronteira do método dos pesos, porém limitadas a um único 
valor de calado, neste estudo um dos pontos (2.68, 323) foi obtido no segundo caso da TJ que 
não tem aplicações consistentes na operação de reservatório, conforme já citado.  
Figura 43 - Curva e soluções obtidas para estudo 3 
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A TJ apresenta a possibilidade de inserção de restrições e variáveis de folga para 
atender a objetivos específicos sem comprometer um dos objetivos.  
O método dos pesos se mostrou eficiente nos estudos realizados, com a vantagem de 
utilizar a mesma função objetivo de dois problemas individuais, apenas somadas e ponderadas 
por dois parâmetros, a TJ apresentou uma melhoria no primeiro e segundo estudo, porém com 
valores superiores muito próximos aos obtidos pelo método dos pesos.  
A TJ mostra potencial para o aumento de rendimento em soluções onde metas de curto 
prazo podem ser infringidas para o atendimento de metas globais, é notável que os casos 2 e 3 
referentes aos estudos mostraram que essa possibilidade é real. A aplicação deste método em 
problemas que envolvem análise financeira e de planejamento pode ser eficiente dada essa 
característica. 
  
108 
 
 
 
6. Conclusão 
Esta pesquisa evidenciou a necessidade de se avaliar de forma estruturada o problema 
do planejamento da operação de sistemas hidroelétricos com outros usos da água (embora não 
consuntivos) como é o caso da navegação fluvial. A revisão de literatura mostra que o estado 
da arte ainda contém um número muito pequeno de pesquisas que avaliam a operação 
consorciada das bacias hidrográficas com múltiplas finalidades. 
O desenvolvimento de novas metodologias, e em muitos casos customizadas às 
condições específicas de determinadas bacias hidrográficas, se faz necessária para garantir o 
melhor aproveitamento possível dos recursos hídricos. Dos resultados deste trabalho fica 
evidente que, em situações de ampla disponibilidade de recursos hídricos, os efeitos 
concorrenciais pelos usos múltiplos da água podem ser desconsiderados. No entanto em 
situações de escassez, seja pela ocorrência de um cenário hidrológico desfavorável ou no caso 
de uma bacia já amplamente explorada, a utilização de técnicas de otimização multiobjectivo, 
que amenizem os efeitos concorrenciais, certamente pode trazer uma solução de compromisso 
que atenue os problemas e maximize a utilização do recurso. 
A modelagem numérica se mostrou robusta, adequada ao problema e de fácil 
manipulação pois além de contar com uma ferramenta de otimização versátil que é o GAMS, 
também contou com o ambiente de planilha eletrônica dotada de recursos de planilha 
eletrônica que possibilitou o rápido manuseio dos dados e visualização dos resultados. 
O Processamento do modelo sempre se mostrou coerente com a operação esperada 
para a hidrovia, também foi possível avaliar o impacto da hidrovia na geração de energia. 
Utilizando a modelagem desta pesquisa é possível dar condições a um gestor de avaliar e 
planejar a operação sem restringir a utilização total da hidrovia em situações extremas como a 
ocorrida em 2014/2015 na região sudeste brasileira. 
Os resultados obtidos com o Método dos Pesos e com a Teoria dos Jogos se 
mostraram muito próximos e alternaram-se como o de melhor desempenho. Os diversos 
estudos apresentados mostraram a grande quantidade de variáveis envolvidas nos problemas 
as diversas formas de interpretar a teoria para este estudo. 
Cada uma das metodologias tem peculiaridades, vantagens e desvantagens na 
modelagem. 
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O principal elemento que pode ser abstraído é que a utilização da TJ é tão viável 
quanto outros métodos já empregados no planejamento de recursos hídricos, com 
características que permitem a entrada de novas funções objetivos para contemplar outros 
usos da água. A TJ cooperativos se mostra ainda mais aplicável em situações que o recurso 
compartilhado seja claramente dividido entre os participantes da coalizão. 
Em trabalhos futuros acredita-se que a exploração da metodologia acoplada a técnicas 
de cenarização possam dar robustez ao processo decisório numa abordagem estocástica do 
problema.  
A composição de novos estudos onde as usinas sejam avaliadas de modo em que a 
operação de cada UHE seja um jogador diferente das demais e dos demais usos da água um 
estudo valioso na operação de cascatas com usinas de diferentes proprietários. 
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